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ठीक से याद नह  लेिकन llल 
का ही कोई साल था। कह  से 

खबर िमली िक च द पर lलॉट बेचे  
जा रहे ह। पता नह  िकतनी सही थी, 
लेिकन हम दोlत  ने बड़े मज़े िलए 
थे इस खबर के िक बताओ भला 
कौन बेच रहा है च द पर lलॉट, और 
कौन है जो खरीद रहा है।

वैसे च द पर lलॉट बेचने की बात 
उस समय और आज भी िकतनी ही 
मज़ािकया लगे, पृlवी पर ज़मीन 
बेचना और खरीदना बेहद ही 
सीिरयस िबज़िनस है। यह बात और 
है िक शायद िकसी और lह के या 
धरती पर ही िकसी अलग तरह की 
lयवlथा के बािशlद  को हमारी यह 
lयवlथा मज़ािकया लगे।

िववेक मेहतािववेक मेहता

ज़मीनी हक कत
प र ध और े फल म स
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म इन िदन  िजस यूिनविसlटी 
कैlपस म पढ़ाता व रहता हूँ, उसके 
बनने के पहले कपस व आसपास की 
ज़मीन पर लोग खेती िकया करते थे। 
लेिकन धीरे-धीरे इन पlचीस साल  म 
ज़मीन का इlतेमाल खेती से इतर 
कई और कारण  म होने लगा है। 
दुकान (lथाई-अlथाई), माकट, ढाबे, 
नसlरी, मकान (कlचे-पlके), llल, 
गिलय -सड़क, मिlदर-मिlजद-चचl, 
किllतान इlयािद म। इसके अलावा 
कई लोग  ने ज़मीन के बड़े-बड़े lलॉट 
खरीदकर, बाउंlी-वॉल बनवाकर यूँ 
ही खाली छोड़ रखे ह।

इन सबके चलते देखते-ही-देखते 
ज़मीन की कीमत काफी बढ़ ग । 
इस उछाल का अlदाज़ा इस बात से 
लगाया जा सकता है िक यूिनविसlटी 
गेट से माl एक-डेढ़ िक.मी. की 
दूरी पर एक िबlडर 75 लाख से 
लेकर 95 लाख तक के िवला 
बनाकर बेच रहा है।

यूिनविसlटी के आसपास के 
ग व  के लोग अlसर ही 
ज़मीन खरीदने-बेचने की बात 
करते िमल जाते ह। अभी lछ 
ही िदन पहले मेरी गली म 
lल-पौध  का lयान रखने 
वाले साथी lदीप और मेरे घर 
पर दूध देने वाले साथी 
पूबेlन मरेे घर पर आपस म 
बितया रहे थे। म उनकी बात 
सुन रहा था। lदीप कह रहे 
थे िक वे यूिनविसlटी के पास 

आकर रहना चाहते ह। दूर से आकर 
काम करने म िदlकत होती है और 
काम भी कम है। ज़मीन तो बहुत 
महंगी है, इसीिलए िकराए का घर ही 
ढँूढ़ रहे ह। उनकी बात सुनकर मुझे 
अचानक से एक lयाल आया और म 
एक कागज़ पर एक िचl बनाकर 
उन दोन  के पास ले  गया।  वो िचl  
lछ  ऐसा  था (िचl 1)।

इस िचl म मने दो समानाlतर 
िकनार  (एक ओर नदी और दूसरी 
ओर सड़क) के बीच म तीन lलॉट 
बनाए। तीन  lलॉट के चार  साइड  
का माप भी दश  िदया। मेरी मंशा थी 
िक म उन लोग  से जो िक ज़मीन 
खरीदने-बेचने का lयवहािरक lान 
रखते ह, उनकी समझ इन lलॉट  के 
बारे म, खास तौर पर पिरिध व 
lेlफल से जुड़ी हुई, जानूँ।

इन दो सािथय  के अलावा मने 
इस िचl पर अlय कई लोग  से, दो 
या lयादा के समूह  म, बात की। 
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इनम हाडlवेयर, िकराने की दुकान 
चलाने वाले साथी, तकनीकी संlथान 
म वकl शॉप व लैब सlभालने वाले 
साथी इlयािद शािमल थे। उन लोग  
की आपसी चच  म मुझे दो मुlय 
िबlदु िमले।
 पहला तो ये िक िदए गए िवकlप  

म से लगभग सभी एक वग कार 
lलॉट को पसlद करते ह। वजह, 
बाकी दोन  lलॉट म घर बनाने से 
lछ ज़मीन बेकार जाएगी।

 एक दूसरी महlवपूणl बात जो मुझे 
समझ म आई िक लोग lलॉट के 
lेlफल को लेकर दुिवधा म रहते 
ह। उनकी यह दुिवधा उनके lारा 
अपनाए गए दो तरीक  से 
पिरलिlत होती है –
(1) व े िकसी वगl या आयत की 

तरह समचतुभुlज या 
समानाlतर चतुभुlज का 
lेlफल भी िकनार  की माप 
के गुणनफल के बराबर 
िनकालत ेह, व

(2) कई दफे वे lेlफल व 
पिरिमित के बीच उलझ जाते 
ह। वे पिरिमित को lेlफल 
के माप के lप म पेश करते 
ह। अब इसके चलते होता 
यह है िक िचl म िदखलाए 
गए तीन lलॉट  म से िजस 
चतुभुlज की पिरिमित सबसे 
lयादा है, उसका lेlफल 
सािथय  के मुतािबक सबसे 
lयादा िनकलता है।

वसेै lेlफल और पिरिमित के बीच का 
यह हरे-फेर कोई नई बात नह । आज से 

बॉlस-1बॉlस-1
उदाहरण के तौर पर अगर ऐसे इन तीन आयत  की तुलना की जाए िजनकी लlबाई 
व चौड़ाई नीचे िदए गए िचl म दश ई गई है, तो हम पाते ह िक 

 

 आयत A व B, दोन  की पिरिमित समान ह,ै लेिकन उनका lेlफल अलग-अलग ह;ै 
 आयत C की पिरिमित अlय आयत  की तुलना म कम है, लेिकन उसका lेlफल 
जह  आयत A से lयादा है परlतु आयत B से कम। 
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तकरीबन 1700 साल पहल ेयूिlलड की 
िलखी िकताब एलीमटस पर अपनी 
िटlपणी देते हएु यनूानी दाशlिनक lोlलोस 
एक चेतावनी-सी देते हएु िलखते ह:
हम अlसर ही, ज़मीन आवंटन के 

दौरान, lेlफल को पिरिमित के 
बराबर मान लेने की गलती को 
पकड़ने म चूक जाते ह; नतीजतन 
ऐसे कई लोग ह िजlह ने छोटे 
िहlसे की तुलना म ज़मीन के बड़े 

बॉlस 2बॉlस 2
मान लेते ह िक दी गई पिरिमित P है। ऐसे म िकसी आयत के िलए िजसकी लlबाई 
व चौड़ाई lमश: x व y हो तो,
              P = 2x + 2y   (1)
या िफर  

                     (2)
साथ ही आयत का lेlफल A होगा लlबाई व चौड़ाई के गुणनफल के बराबर 

िजसे यूँ भी िलखा जा सकता है-

इस िबlदु पर आकर अब हम सोचना होगा िक A = P2/16 - (y-P/4)2 के मायने lया 
हुए। इस समीकरण म lेlफल को दो धनाlमक संlयाओं के अlतर के lप म दश या 
गया है। P2/16 तो हमेशा ही धनाlमक होगी। वह , चाहे चौड़ाई y दी गई पिरिमित के 
चौथाई P/4 से बड़ी हो या छोटी, (y-P/4)2 हमेशा ही धनाlमक होगी। ऐसे म कहा जा 
सकता है िक lेlफल का मान lयादा-से-lयादा P2/16 के बराबर हो सकता है। 
गिणतीय तरीके से िलख सकते ह िक 

साफ ज़ािहर है िक lेlफल अपने अिधकतम मान पर तब होगा जब चौड़ाई y दी गई 
पिरिमित के चौथाई P/4 के बराबर हो यानी िक y = P/4.
समीकरण (2) म y का यह मान रखने पर हम x = P/4 िमलेगा। लlबाई भी पिरिमित 
के चौथाई के बराबर। यानी िक एक दी गई पिरिमित के िलए वगl वो आयत होगा 
िजसका lेlफल अिधकतम होगा।
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बॉlस 3बॉlस 3
िकसी िदए गए lेlफल के िलए ऐसा कौन-सा आयत होगा िजसकी पिरिमित 
सबसे कम हो?
इस सवाल का जवाब िनकालने के िलए हम दो संlयाओं के समाlतर माlय 
(arithmetic mean) व गुणोlर माlय (geometric mean) की अवधारणा की मदद 
लगे। दो संlयाओं x व y का समाlतर माlय (x+y)/2 के बराबर व गुणोlर माlय 
√xy के बराबर होता है। िकसी भी दो संlयाओं के िलए यह िसl करना काफी 
आसान है िक उन दो संlयाओं के समाlतर माlय का lयूनतम मान गुणोlर माlय 
के बराबर होगा।
अगर हम यह दश  पाएँ िक दो संlयाओं के समाlतर माlय से गुणोlर माlय को 
घटाने पर िमलने वाली रािश हमेशा धनाlमक (शूlय या शूlय से बड़ी) होगी, तो 
हम यह िसl कर सकते ह।
मान लीिजए िक 

हम िसl करना है िक अlतर D हमेशा शूlय या शूlय से lयादा होगा। हम िलख 
सकते ह िक 

 
(करके देिखए। संकेत के तौर पर यह बतला दँू िक कोिशश कीिजए यह दश ने 
की िक अगर हम दो संlयाओं के समाlतर माlय से गुणोlर माlय को घटाएँ तो 
उlर हमेशा शूlय से lयादा, व केवल उस एक िवशेष पिरिlथित म शूlय के 
बराबर होगा जब दोन  संlयाएँ बराबर ह )। गिणतीय तौर पर हम िलख सकते 
ह िक  

अब ऐसे म अगर x व y िकसी आयत की लlबाई व चौड़ाई को दश एँ िजसका 
lेlफल A व पिरिमित P हो तो हम िलख सकते ह िक 

साफ ज़ािहर है िक एक आयत के िलए, िजसका lेlफल A िदया गया है, 
पिरिमित की लlबाई  4√A से lयादा ही होगी, व अपने lयूनतम मान 4√A पर 
तब होगी जब x=y हो, यानी िक आयत एक वगl हो।



शैlिणक संदभl अंक-74 (मूल अंक 131) 25

िहlसे पर कlज़ा पा िलया है, वो भी 
इस ‘lयायसंगत’ आधार पर िक 
सौदा बराबरी का था lय िक दोन  
िहlस  की पिरिमित समान थी।      

साफ ज़ािहर है िक एक बराबर 
पिरिमित के दो lेlफल भी बराबर 
ह , ये कतई ज़lरी नह । और तो 
और, एक कम पिरिमित वाला lेlफल 
िकसी lयादा पिरिमित वाले lेlफल 
से lयादा भी हो सकता है। 

ईसा से 100 से lयादा वषl पूवl के 
यूनान के इितहासकार पोलीिबयस 
अपनी lिसl इितहास की चौथी 
पुिlतका म िलखते ह:   
lयादातर लोग शहर  के साईज़ का 
अlदाज़ा उसकी पिरिमित से लगाते 
ह। ऐसे म अगर कोई उन से कहे 
िक मगेेलोपोिलस की पिरिमित 50 
lटेlस1  (लगभग प च मील) और 
lपाट  की 48 ह,ै लेिकन lपाट  
मगेेलोपोिलस का लगभग दोगुना ह,ै 
तो व ेअचिlभत रह जाते ह।

एक ऐसे माहौल म जब दाशlिनक व 
इितहासकार lेlफल और पिरिमित 
की समlया को देख-समझ पा रहे थे, 
तब गिणतl भला इस सवाल से कैसे 
बचते। गिणतl भी lेlफल, पिरिमित 
व आयतन से जुड़े तमाम सवाल  पर 
सोच रहे थे और हल करने की 
कोिशश म लगे थे। 

उनम से एक सवाल जो िक सीधे-
सीधे िकसी आयत की पिरिमित व 
lेlफल से जुड़ा हुआ था वो था िक 
िकसी दी गई पिरिमित के िलए वह 
कौन-सा आयत होगा िजसका 
lेlफल सबसे lयादा होगा? 
उदाहरण के िलए बॉlस-1 म 
िदखलाए गए आयत A व B की 
पिरिमित 50 है, लेिकन lेlफल 
अलग-अलग है। तो सवाल बनता है 
िक 50 पिरिमित का ऐसा कौन-सा 
आयत होगा िजसका lेlफल सबसे 
lयादा हो?2    

इस सवाल का एक जुड़व  भाई 
भी है। जुड़व  इसिलए िक दोन  
सवाल  का उlर एक ही है। वो 
जुड़व  सवाल यह है िक िकसी िदए 
गए lेlफल के िलए ऐसा कौन-सा 
आयत होगा िजसकी पिरिमित सबसे 
कम हो?  

गौर कीिजए िक य ेदोन  ही सवाल 
िकसी रािश के उlचतम या िनlनतम 
मान से जुड़ ेहएु ह। आधुिनक गिणत 
के छाl ऐसे सवाल  को हल करने के 
िलए अवकलन गिणत (Differential 
calculus) का उपयोग करते ह। लेिकन 
ऐसे सवाल  म अवकलन गिणत का 
उपयोग तो सlहव  शताlदी के बाद 
की बात ह।ै और हम बात कर रह ेह 
ईसा पवूl की। 

1 यूनान म दूरी मापने की एक पुरातन इकाई।
2 भारतीय सlदभl म भी इस तरह के सवाल  के जवाब तलाशने के सुबूत िमलते ह। िवशेषl  के अनुसार शुlब-
सूl  म ऐसी अिlनवेिदय  बनाने के िनयम बतलाए गए ह िजनका lेlफल तो समान हो, लेिकन पिरिमितय  
अलग-अलग।
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िववेक lमार मेहता:िववेक lमार मेहता: आई.आई.टी. कानपुर से मेकेिनकल इंिजनीयिरंग म पीएच.डी. 
की है एवं तेजपुर िवlविवlालय, असम म पढ़ा रहे ह। 

बीजगिणत (Algebra) िजसका 
इितहास ईसा से भी पुराना है, का 
इlतेमाल कर हम इस सवाल का 
जवाब िनकाल सकते ह िक िकसी 
दी गई पिरिमित के िलए वह कौन-
सा आयत होगा िजसका lेlफल 
सबसे lयादा हो (देख बॉlस 2)। वैसे 
बॉlस देखने से पहले आप शायद 
खुद एक कोिशश करना चाह जवाब 
िनकालने की। 

बॉlस 2 म हमने देखा िक एक 
वगl अपने आप म इस मायने म भी 
खास है िक एक बराबर पिरिमित के 
सभी आयत  म वगl का lेlफल 
अिधकतम होता है। अब आते ह जुड़वे 

सवाल पर िक िकसी िदए गए 
lेlफल के िलए ऐसा कौन-सा आयत 
होगा िजसकी पिरिमित सबसे कम 
हो? lया इस सवाल का जवाब िबना 
अवकलन गिणत का इlतेमाल िकए 
िनकाल सकते ह? (देख बॉlस 3)। 
जैसा िक मने पहले ही कहा िक इस 
सवाल का जवाब भी वगl ही होगा। 
लेिकन अगर हम सीधी रेखाओं का 
मोह lयाग द तो lया हम वगl से 
बेहतर भी कर सकते ह? उदाहरण 
के िलए, एक दी गई पिरिमित के 
िलए िकसी वगl व वृl म से वृl का 
lेlफल lयादा होता है। lया आप ये 
िसl कर सकते ह? 
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