
अगर मĴ आपसे पूछँू िक ओ, डक 
और लव मı lया समानता है, 

तो आप या तो थोड़ा चुप रहıगे या 
कहıगे िक lछ भी समानता नहĽ या 
कहıगे lछ समानता हो सकती है, 
पर अभी मुझे सूझ नहĽ रहा है। 
चिलए, आपकी lछ मदद कर देते 
हĴ। आपने बैडिमंटन के खेल के दौरान 
रेफरी को ‘लव ऑल' कहते ज़lर 
सुना होगा। अब आप lछ-lछ 
अlदाज़ लगा रहे हłगे िक यहŀ ‘लव 
ऑल' का lया मतलब हो सकता है। 
थोड़ा आगे बढ़ते हĴ और सोचते हĴ िक 
िlकेट मı कहे जाने वाले शlद ‘डक' 
के आिखर lया मायने हĴ। अभी भी न 

समझ मı आया हो तो ‘ओ' को अँlेज़ी 
मı कैसे िलखते हĴ, इस पर िवचार 
करı।

हŀ, आप सही समझे, मĴ शूlय की  
ही बात कर रहा था। शूlय िजसे 
अरबी-उदूl मı िसफर, अँlेज़ी मı ज़ीरो 
तथा अमेिरकन लोग ‘ओ' या ‘नॉट' 
पढ़ते, िलखते और समझते हĴ।

आप इस लेख को िजस कllयूटर 
या मोबाइल पर पढ़ रहे हĴ, वह भी 
िl-आधािरत संlया पlित यानी - 
‘ज़ीरो' और ‘एक' के आधार पर 
चलता है। शूlय के िबना कोई भी 
आधुिनक इलेllॉिनक उपकरण 
मौजूद ही नहĽ हłगे। शूlय के िबना 

शू˾शू˾ पर समझ
मनोज lमार शराफमनोज lमार शराफ
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इन उपकरणł से कोई गणना सlभव 
नहĽ है िजसका अथl है िक शूlय के 
उपयोग के िबना आधुिनक इजंीिनयिरगं 
या lवचािलत मशीनł की कlपना भी 
सlभव नहĽ है। वाlतव मı, हमारी 
आधुिनक दुिनया का lयादातर िहlसा 
शूlय के िबना अधूरा रह जाएगा। 

शूlय एक गेम चıजरशूlय एक गेम चıजर

इस तरह देखı तो मानव lारा 
शूlय की खोज (आिवlकार) एक ‘गेम 
चıजर' सािबत हुआ है। लेिकन lया 
आपको पता है िक मानव इितहास  
मı हज़ारł साल तक शूlय का कहĽ 
अता-पता ही नहĽ था। शूlय की 
अवधारणा आ भी गई तब भी काफी 
समय तक मानव ने इसे  संlया नहĽ 
समझा। उपरोlत बातł से एक बात 
तो तय है िक शूlय llित-lदl नहĽ 
है। हमने शूlय का अपनी सुिवधा या 
कहı आवlयकता-पूितl हेतु   आिवlकार 
िकया है। और हमı इसे अगली पीढ़ी 
को भी िसखाना होगा। मĴने सुना है 
िक वैlािनकł ने िविभŶ शोध मı 
यह पाया है िक कई जानवर, जैसे 
बlदर, मधुमlखी ‘lछ भी नहĽ' की 
अवधारणा को न केवल समझते हĴ 
बिlक छोटी मधुमlखी तो अपने  
िदमाग मı शूlय की गणना भी कर 
सकती है। लेिकन केवल मनुlयł ने  
न केवल शूlय की अवधारणा को 
समझ िलया है बिlक उसकी सहायता 
से कई lवचािलत उपकरणł का 
आिवlकार भी कर िलया है।

शूlय की समझ शूlय की समझ 

तो आइए, जानने की कोिशश 
करते हĴ िक यह अित उपयोगी िकlतु 
िविचl शूlय आिखर है lया। 

जब आप इस बात पर िवचार 
करते हĴ तो पाते हĴ िक llित मı हम 
शूlय का सामना शायद कभी नहĽ 
करते हĴ। अगर हम शूlय को एक, दो 
और तीन जैसी संlयाओं की तरह   
मूतl चीज़ł से सlबl कर पाते जैसे 
एक आम, दो िकताब, चार िदशाएँ 
आिद तो शायद शूlय की हमारी 
समझ और गहरी होती। हम ‘एक' 
lकाश पुंज को देख सकते हĴ। हम 
कार के हॉनl से ‘दो' बीप सुन सकते 
हĴ। लेिकन lया शूlय को देख या सुन 
सकते हĴ? शायद नहĽ! ऐसे मı हमı 
यह समझने के िलए काफी मशlकत 
करनी होगी िक िकसी चीज़ की 
अनुपिlथित भी अपने आप मı एक 
चीज़ है।

हावlडl िवlविवlालय के एक  
गिणत के lोफेसर और शूlय पर  
पुlतक िलखने वाले रॉबटl कपलान 
कहते हĴ, “शूlय िदमाग मı है, लेिकन 
संवेदी दुिनया मı नहĽ है।” यहŀ तक 
िक सूने अlतिरl मı भी शूlय नहĽ है 
lयłिक आप वहŀ तारł को देख 
सकते हĴ। तो इसका मतलब है िक 
शायद एक सlचा शूlय - िजसका 
अथl पूणl शूlयता है - िबग बĴग से 
पहले के समय मı अिlतlव मı रहा हो 
लेिकन हम इस बात को कभी 
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lमािणत नहĽ कर सकते िक कभी 
पूणl शूlयता की िlथित भी रही होगी। 
वाlतव मı, शूlय मौजूद नहĽ है, िफर 
भी हम शूlय की अवधारणा का 
उपयोग अlय सभी संlयाओं को lाlत 
करने के िलए कर सकते हĴ।

रॉबटl कपलान का lयोग  रॉबटl कपलान का lयोग  

सबसे पहले रॉबटl कपलान ने  
एक lयोग के माlयम से शूlय को  
समझाने का lयास िकया िजसे 
गिणतl जॉन वॉन lयूमैन lारा lछ 
इस तरह विणlत िकया गया है। वॉन 
lयूमैन, रॉबटl कपलान के इस lयोग 
का वणlन सरल िकlतु lामक lयोग 
के lप मı करते हĴ। 
- यह lयोग lछ इस तरह है िक 
एक बॉlस की कlपना करı िजसमı 
lछ भी नहĽ है। यह शूlय का 
भौितक lितिनिधlव है। िचl-1 मı 
आप देख सकते हĴ िक खाली बॉlस 
के अlदर lया है। lछ भी तो नहĽ। 

- अब एक और खाली बॉlस लı, और 
इसे पहले वाले बॉlस के अlदर  
रख दı। अब पहले बॉlस मı िकतनी 
चीज़ı हĴ? देखı (िचl-2) इसमı एक 
वlतु है।

- अब इस अlदर वाले बॉlस के 
अlदर एक और खाली बॉlस डाल 
दı। अब इसमı िकतनी वlतुएँ हĴ? 
आप कहıगे - दो। 

- आप देख रहे हłगे िक कैसे हम 
शूlय से सभी िगनती (संlया) lाlत 
करते जा रहे हĴ, यह सोचने वाली 
बात है न?

lया शूlय वाlतव मı lछ भी नहĽ है? 
नहĽ! यह हमारी संlया lणाली की 
जान है।

शूlय एक ही समय मı एक अमूतl 
िवचार और एक वाlतिवकता है। 
कपलान अपने इस lयोग के आधार 
पर शूlय के बारे मı कहते हĴ, “शूlय 
हमारे मन-मिlतlक मı संlया के 
संसार को उसी तरह भर देता है  िचl-1िचl-1

िचl-2िचl-2
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िजस तरह एक खाली केनवास मı 
एक पूरी तlवीर को उकेरा जा 
सकता है। यिद आप शूlय को देखते 
हĴ तो आप lछ भी नहĽ देखते हĴ। 
लेिकन अगर आप इसे समझते हĴ, तो 
आप संlयाओं की दुिनया को देखते 
हĴ। यह एक िlितज की तरह है जहŀ 
लाखł-अरबł िसतारे िटमिटमाते हĴ।

एक बार हमने शूlय होने को 
आlमसात कर िलया, तो हमारे िलए  
ऋणाlमक संlयाओं की समझ भी 
आसान हो जाएगी। शूlय हमı यह 
समझने मı मदद करता है िक हम 
गिणत का उपयोग उन चीज़ł के बारे 
मı सोचने के िलए भी कर सकते हĴ 
िजनकी मूतl lप से या कहı भौितक 
वlतुओं से कोई सlबlता सlभव 
नहĽ है।

गिणत मı शूlय lयł उपयोगी है?गिणत मı शूlय lयł उपयोगी है?

आइए, जानते हĴ िक आज के  
हमारे गिणत के िलए शूlय िकस 
तरह से उपयोगी है।

आधुिनक गिणत मı शूlय का 
उपयोग दो तरह से हो रहा है।

एक - यह हमारी संlया lणाली मı एक - यह हमारी संlया lणाली मı 
एक महlवपूणl lथान धारक अंक है:एक महlवपूणl lथान धारक अंक है: 
मानव इितहास मı शूlय का पहला  
उपयोग आज से कोई 5,000 साल 
पहले lाचीन मेसोपोटािमया मı िमलता  
है। वहŀ, इसका उपयोग अंकł की 
एक रlसी (lछ-lछ आज की िगन 
माला की तरह) मı अंकł की 
अनुपिlथित को दशŎने अथŎत उसका  

lितिनिधlव (represent) करने के िलए 
िकया गया था।

 इसे एक उदाहरण से समझते हĴ, 
एक संlया ‘103' के बारे मı सोिचए। 
इस संlया मı शूlय ‘दहाई  कॉलम'  
मı ‘lछ भी नहĽ है' के िलए है। अतः 
यह एक lथान धारक है, जो हमı यह 
समझने मı मदद करता है िक 
उपरोlत संlया ‘एक सौ तीन' है, न 
िक ‘13'।

lया आपको याद है िक रोमनł ने 
अपनी संlया कैसे िलखी थी? रोमन 
अंकł मı 103 को CIII िलखते हĴ। 
संlया 99 को XCIX िलखते हĴ। अब  
आप CIII + XCIX को जोड़ने का 
lयास करı। यह तािकl क ढंग से या 
आसान िविध से कर पाना सlभव 
नहĽ है, बेतुका है। शूlय अपने आप मı 
एक उपयोगी संlया है। लेिकन 
lाचीन रोमन लोगł को यह पता नहĽ 
था िजसके कारण उlहेेें अपनी 
संlयाओं के साथ संिlया करने मı 
काफी किठनाई होती थी जैसा िक 
आपने CIII एवं XCIX के मामले मı 
देखा। शूlय की मदद से lथानीय 
मान के आधार पर बनाई गई संlया 
lणाली के ज़िरए हम आसानी-से 
संlयाओं को जोड़ने-घटाने का काम 
कर पाते हĴ। यह lणाली ज़lरत 
पड़ने पर हमı उनमı  हेरफेर करने की 
अनुमित भी देती है यानी उधार 
लेने, हािसल आने (regrouping) की 
इजाज़त देती है। lथानीय मान के 
आधार पर lथािपत िकए गए संlया 
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संकेत हमı िकसी कागज़ की शीट पर 
जिटल-से-जिटल  गिणतीय समlयाओं 
को हल करने की lयवlथा देते हĴ।

दो - शूlय एक संlया के lप मı:  दो - शूlय एक संlया के lप मı:  
यिद शूlय केवल एक lथान धारक  
अंक ही बना रहता, तो भी यह अपने 
आप मı अित उपयोगी िसl होता। 
लेिकन लगभग 1,500 साल पहले (या 
शायद पहले भी), भारत मı शूlय एक  
नlबर (संlया) बन गया, जो ‘lछ भी 
नहĽ' को दशŎता है। उसके बाद    
मlय अमेिरका एवं अlय lाचीन 
सlयताओं ने भी अपनी संlया lणाली 
मı शूlय को lवतंl lप से एक संlया 
के lप मı माlयता दे दी।

याद रहे, सातवĽ शताlदी मı, 
भारतीय गिणतl llगुlत ने िलखा 
िक “जब िकसी संlया मı शूlय जोड़ा 
जाता है या िकसी संlया से घटाया 
जाता है, तो संlया अपिरवितlत रहती 
है; और शूlय से गुणा होने वाली 
संlया शूlय हो जाती है।” इस कथन 
को शूlय के अंकगिणत के पहले  
िलिखत िववरण के lप मı माlयता 
lाlत है।

यूरोप पहुँचने से पहले धीरे-धीरे 
शूlय मlय-पूवl मı फैल गया, और 
1200 के दशक मı गिणतl िफबोनाची 
ने ‘अरबी' अंक lणाली को लोकिlय 
बनाया, िजसका हम सभी आज भी 
उपयोग करते हĴ। वहŀ से, शूlय की 
उपयोिगता का िवlतार हुआ। उस 
सदी मı गिणत का एक नया lेl भी 

देखा गया जो शूlय के साथ अlय 
संlयाओं की गणना पर िनभlर करता 
है।

शूlय भी एक संlयाशूlय भी एक संlया

lयूक िवlविवlालय मı मनुlय 
और जानवर के िदमाग मı संlयाओं 
की धारणा का अlययन करने 
वाली  एक lयूरोसाइंिटlट एिलज़ाबेथ 
lłकॉन बताती हĴ िक “जब आप 6 
वषl से छोटे बlचे को ‘शूlय' का अथl 
‘lछ भी नहĽ है' समझाते हĴ और 
जब आप एक बlचे से पूछते हĴ िक 
कौन-सी संlया छोटी है, शूlय या 
एक, तो वे अlसर सबसे छोटी 
संlया के lप मı ‘एक' को lयlत 
करते हĴ; तब समझ लीिजए िक 
उनके िलए गिणत को समझने का 
किठन समय है।”

गिणतl lानोन कहते हĴ, “यह 
सीखना सबसे मुिlकल है िक शूlय 
एक से छोटा है।”

आइए, इसके िलए lोनोन lारा 
बताए गए एक खेल का िहlसा बनते 
हĴ। इस खेल का नाम है ‘सबसे कम 
को चुिनए'।

lानोन अlसर 4 साल के बlचł के 
साथ एक खेल खेलते हĴ िजसमı वे 
एक जोड़ी काडl को एक मेज़ पर रख 
देते हĴ और llयेक काडl पर अलग-
अलग िचl बने होते हĴ। मसलन, एक 
काडl पर दो िबlदु हłगे। तो दूसरे 
काडl पर तीन िबlदु बने हłगे। िचl-3 
मı उनके काडl का िचl आपके 
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समझने के िलए िदया जा रहा है। 
िफर बlचł को सबसे कम संlया वाले 
काडl उठाने को कहा जाता है। जब 
तक दोनł काडl मı lछ िबlदु बने 
होते हĴ तब तक बlचł को चयन 
करने मı कोई परेशानी नहĽ होती 
परlतु जैसे ही मेज़ पर ‘lछ नहĽ' 
वाला काडl और एक िबlदु वाला 

काडl रखा जाता है, तो आधे से भी 
कम बlचł के lारा सही उlर िदया 
जाता है। मेरी सलाह है िक िकसी 
कlा मı बlचł के साथ या िफर 
िशlकł के साथ  आप भी इस खेल 
को खेलकर देखı। आपको भी आlचयl 
होगा बशतĲ आप शूlय को एक संlया 
मानते हł।

िचl-3:िचl-3:  बlचł के िलए मेज़ पर रखे िभŶ-िभŶ काड l।
 (अ) बlचł के lथम lयास के िलए मेज़ पर रखे काड l lछ इस lकार हो सकते हĴ।
 (ब) खेल के अिlतम चरण के िलए मेज़ पर रखे काड l lछ इस lकार हो सकते हĴ।

(अ)(अ)

(ब)(ब)
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शूlय के चार मनोवैlािनक चरण  शूlय के चार मनोवैlािनक चरण  

जमlनी के संlानाlमक वैlािनक 
एंिlयास िनडर ने कहा िक शूlय को 
समझने के िलए चार मनोवैlािनक 
चरण होते हĴ, और llयेक चरण 
संlानाlमक lप से पहले की तुलना 
मı अिधक जिटल होता  है।  धरती के 
कई जानवर पहले तीन चरणł को 
िकसी-न-िकसी तरीके से पार कर 
जाते हĴ। लेिकन अिlतम चरण उनके 
िलए सबसे किठन होता है। या कहı 
अिlतम चरण को केवल हम मनुlय 
ही पार कर पाते हĴ। 

पहला चरण संवेदी अनुभव नोिटस 
करना है। जैसे कोई िटमिटमाती  
रोशनी जो जल और बुझ रही  है। या 
िकसी मोटर के हॉनl से िनकली बीप 
जैसी आवाज़ जो चालू और बlद हो 
रही है, इसे नोिटस करने की lमता 
मनुlय सिहत सभी जानवरł मı पाई 
जाती है lयłिक यह काफी सरल 
संवेदी अनुभव है िजसे सभी जानवर 
महसूस कर सकते हĴ।

दूसरा चरण lयवहारगत समझ 
यानी lितिlया देना है। इस lतर पर, 
न केवल जानवर एक उlेजना 
(stimuli) की कमी को पहचान सकते 
हĴ, वे इस पर lितिlया भी कर 
सकते हĴ। जैसे जब उlहı अपनी भोlय 
वlतु की अनुपिlथित का पता चलता 
है तो वे िकसी अlय भोlय पदाथl की 
ओर जाना और अlय भोlय वlतु के 
बारे मı जानना चाहते हĴ।

तीसरा चरण यह मानना है िक  
शूlय (या एक खाली कंटेनर), एक से 
कम मूlय रखता है। मधुमिlखयł 
और बlदरł सिहत कई जानवरł के 
िलए यह मानना  थोड़ा  मुिlकल है, 
पर वे इस तlय को भी जानते हĴ 
िक शूlय का मूlय एक से कम है या 
कहı िकसी वlतु के नहĽ होने की 
बजाय उस वlतु का होना lयादा 
मूlयवान है।

चौथा चरण शूlय को एक lतीक 
के lप मı मानना है। यहŀ एक 
उlेजना की अनुपिlथित को एक 
lतीक के lप मı माlयता दी जाती है  
और समlयाओं को हल करने के 
िलए एक तािकl क उपकरण के lप मı 
इlतेमाल िकया जाता है। मनुlयł के 
अलावा अlय कोई जानवर नहĽ है जो  
जानता हो िक शूlय का एक lतीक 
हो भी सकता है।

लेिकन अlछी तरह से िशिlत 
मनुlय भी शूlय के बारे मı सोचते हुए 
थोड़ी चूक कर सकता है। अlययनł 
से पता चला है िक वयlकł को भी 
अlय अंकł की तुलना मı शूlय को  
संlया के lप मı मानन े मı lछ  
lयादा समय लगता है। जब बनŃन 
का ‘सबसे कम को चुिनए' वाला  
lयोग वयlकł के साथ दोहराया गया 
तो वे शूlय और एक के बीच का 
िनणlय लेते समय, शूlय से एक बड़ी 
संlया की तुलना करने के समय से 
थोड़ा अिधक समय लेते हĴ। यानी 1 
और 0 की तुलना मı लगने वाला 
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समय, 2 और 3 की तुलना मı लगने 
वाले समय से lयादा होता था।  

उपरोlत बातł से पता चलता है 
िक शूlय को एक संlया के lप मı 
lथािपत करने और उसका मान एक 
से कम सािबत करने के िलए काफी  
मशlकत करनी पड़ती है। रॉबटl 
कपलान कहते हĴ, “संlयाओं से जुड़ी 
गिणत की सभी संिlयाएँ शूlय की 

अवधारणा के चारł ओर नृlय करती 
हĴ।” हालŀिक, हम शूlय की समझ के 
साथ पैदा नहĽ हुए हĴ परlतु मेरे 
िवचार मı एक गिणत िशlक होने के 
नाते हम सभी को शूlय की अवधारणा 
की गहरी समझ होनी चािहए। हमı 
शूlय की अवधारणा को समझना ही 
होगा, भले ही इसमı थोड़ा अिधक 
वlत लगे।

मनोज lमार शराफ:मनोज lमार शराफ: िविभŶ िवlालय जैसे िlिनटी कॉlवıट, िवlा भारती, लायlस 
llल तथा डी.ए.lही. मı गिणत िशlक के lप मı करीब 27 वषń तक अlयापन कायl। 
िपछले तीन वषń से अज़ीम lेमजी फाउंडेशन, रायपुर मı बतौर गिणत िवशेषl के lप 
मı कायlरत।

llगुlत, lिसl भारतीय गिणतl िजlहłने शूlय की अवधारणा पर गहनता से काम िकया।
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