
संɜाएँ 
ϋकतनी वाΑόवक एवं ϋकतनी का͛ύनक?

मनोज lमार शराफमनोज lमार शराफ

अपने िशlकीय जीवन मı मĴने 
पाया िक गिणत मı lयोग िकए 

जाने वाले कई शlद ऐसे हĴ िजनके 
अlतर को या तो हम समझ नहĽ पाते 
हĴ या िफर केवल lछ उदाहरण 
देकर बlचł और lवयं को सlतुlट 
करने का lयास करते हĴ। इसी सlदभl 
मı, वाlतिवक संlयाओं और 
काlपिनक संlयाओं के अlतर को 
लेकर भी lम की िlथित बनी रहती 
है। गिणत के साथी यह तो कहते हĴ 
िक lाlत संlया (natural number) से 
लेकर पिरमेय (rational) एवं अपिरमेय 
(irrational) तक, सभी संlयाएँ 
वाlतिवक हĴ तथा उनके अितिरlत 
सभी संlयाएँ काlपिनक हĴ, परlतु 
ऐसा कहने के पीछे lया तकl  हĴ, यह 
lपlट करने मı वे अlसर असफल 

रहते हĴ। खास तौर से पूणňक (integer) 
[जैसे (-3)] व अपिरमेय संlया (जैसे  
π, e) को वाlतिवक संlया lयł कहते 
हĴ, उlहı काlपिनक संlया lयł नहĽ 
कहते? एक गिणत िशlक होने के 
नाते, मुझे लगता है िक हम सभी को 
इसके पीछे के तकl  को समझना 
आवlयक है।

समझने के िलए चार िlथितयŀ समझने के िलए चार िlथितयŀ 

हम संlया के साथ-साथ उनके 
वाlतिवक एवं काlपिनक होने के 
पीछे के कारण को ठीक-ठीक समझ 
सकı , इसके िलए आइए हम lछ 
िlथितयł पर िवचार करते हĴ:    
िlथित-1:िlथित-1: अगर आप कlा-5 के िकसी 
िवlाथľ से llन करı िक पŀच मı से 
सात घटाएँ तो हमı lया िमलेगा, तो 

िशlकł की कलम सेिशlकł की कलम से
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चँूिक वह अभी पूणňकł से पिरिचत 
नहĽ है, ऐसे मı उसका उlर या तो 0 
हो सकता है या 2 हो सकता है, या 
िफर वह कह सकता है िक इसका 
उlर तो सlभव ही नहĽ है। 
िlथित-2:िlथित-2: अगर आप कlा-5 के िकसी 
िवlाथľ से पŀच को तीन से भाग देने 
को कहı, तो िवlाथľ  का उlर या 
तो 1.6 होगा या 5/3 या िफर भागफल 
1 और शेष 2 होगा। चँूिक वह आवतľ 
दशमलव (recurring decimal) से 
पिरिचत नहĽ है, अतः उसका उlर 
5/3 = 1.666... शायद न िमले।  
िlथित-3:िlथित-3: अगर आप कlा-7 के िकसी 
िवlाथľ से llन करı िक एक वगl 
िजसकी भुजा 4 से.मी. है, उसके 
िवकणl की लlबाई lया होगी, तो 
चँूिक उसका वगlमूल तथा अपिरमेय 
संlयाओं से पिरचय नहĽ हुआ है, 
अतः वह शायद ही बता सके िक 
िवकणl की लlबाई 5 से.मी. से अिधक 
िकlतु 6 से.मी. से कम होगी या हो 
सकता है वह lछ भी तय न कर 
पाए।

इनके अलावा एक और िlथित पर 
िवचार करı:  
िlथित-4:िlथित-4: 10 को दो भागł मı इस 
lकार बŀटı िक उनका गुणनफल 40 
हो। 

आप पाएँगे िक आम तौर पर 10 
के दो िहlसे 1+9, 2+8, 3+7, 4+6 
एवं 5+5 होते हĴ, पर इनमı से िकसी 
का भी गुणनफल 40 नहĽ होता। सभी 

गुणनफल के मान 40 से काफी दूर 
हĴ। 

समाधान की ओरसमाधान की ओर

आइए, llयेक िlथित के िलए 
समाधान की बात करते हĴ: 

1.1. िlथित-1 के िलए आप पूणňक 
के बारे मı चचŎ करने के बाद, उसके 
जोड़-घटाव सlबिlधत िनयम को 
बताकर बlचł को समझा सकते हĴ 
िक 5 - 7 = -2 होगा। इसके िलए 
आप उधार-जमा, सीढ़ी से ऊपर जाने 
व नीचे आने, पूवl िदशा मı 5 कदम 
जाने के बाद वहŀ से उलटी िदशा 
यानी पिlचम की ओर 7 कदम जाने 
आिद की बात कर सकते हĴ। तथा 
इसे अlछी तरह से समझाने के िलए 
आप संlया-रेखा मı 5 - 7 = -2 को 
इस तरह से िनlिपत करके भी 
िदखा सकते हĴ जैसा िक िचl-1 मı 
िदखाया गया है। 

इस समाधान से हम देख पा रहे 
हĴ िक िकसी छोटी संlया से बड़ी 
संlया को िनकालना या कम करना 
वाlतव मı सlभव है, यानी lछ ऐसी 
वाlतिवक िlथितयŀ भी हो सकती हĴ 
िजनमı िकसी छोटी संlया से बड़ी 
संlया को िनकालने या कम करने 
की ज़lरत हो।

2.2. आइए, िlथित-2 पर पुनः िवचार 
करते हĴ। मान लीिजए िक हमारे पास 
पŀच वlतुएँ हĴ, िजlहı हम तीन बlचł 
मı बराबर-बराबर बŀटना चाहते हĴ। 
इसके िलए हम llयेक वlतु के तीन 
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िचl-1:िचl-1: पŀच मı से सात को घटाना दशŎती संlया-रेखा।

बराबर िहlसे कर सकते हĴ, जैसा िक 
िचl-2 मı िदखाया गया है। िफर 
llयेक बlचे को एक-ितहाई िहlसा 
(काला भाग) िदया जा सकता है।

अिधक lपlट करने के िलए हम 
संlया-रेखा का सहारा ले सकते हĴ। 

इस तरह हम 5/3 की वाlतिवक 

िlथित पा रहı हĴ, साथ ही उसे संlया-
रेखा पर दशŎ भी पा रहे हĴ। जैसा िक 
आप जानते हĴ, 5/3 का मान लगभग 
1.6 होता है िजसे संlया-रेखा पर 
िदखाना आसान है और मापन के 

िचl-2:िचl-2: िकlहĽ पŀच वlतुओं को तीन लोगł मı बराबर बŀटना अथŎत 5 ÷ 3 = 5/3 का िनlपण। 

मामले मı इसका lयोग करना एक 
आम बात है, जैसे 1.6 मीटर या 1.6 
िक.मी. आिद।

3.3. अब आते हĴ सवाल नlबर तीन 
पर, िजसे इस तरह भी पूछा जा 
सकता है - “अगर िकसी 4 से.मी. 
भुजा वाले वगl के िवकणl की लlबाई 
के बराबर रlसी चािहए, तो आप 
िकतनी रlसी खरीदıगे?”

यिद इस समlया को हल करने 
की कोिशश करı तो हमारी हालत भी 
बlचł जैसी हो जाएगी। इसका 
lयावहािरक तरीका यह हो सकता है 
िक हम 4 से.मी. लlबा और 4 से.मी. 
चौड़ा एक वगl बना लı, िफर उसके 
िवकणl को एक रlसी से माप लı। 

परlतु आप सभी जानते हĴ िक यह 
lयावहािरक तरीका िकसी बड़े इलाके 
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के िलए, िजसकी लlबाई 2 िक.मी. 
और चौड़ाई 2 िक.मी. हो, काम नहĽ 
करेगा। इसके िलए पाइथागोरस के 
सूl का इlतेमाल कर सकते हĴ, 
िजसके अनुसार िकसी समकोण 
िlभुज के िवकणl की लlबाई का वगl 
उसकी अlय भुजाओं के वगń के योग 
के बराबर होता है। इससे हम जान 
सकते हĴ िक 2 िक.मी. x 2 िक.मी. 
वगl के िवकणl की लlबाई 2√2 िक.मी. 
के बराबर होगी (िचl-3)। हालŀिक, 
इस िनिlचत मान को पिरमेय 
संlयाओं की मदद से हम नहĽ बता 
सकते, परlतु 2√2 िक.मी. लlबाई की 
रlसी भी सlभव है, जैसा िक हमने 4 
से.मी. भुजा वाले वगl के िवकणl के 
िलए, ऊपर िदए गए lयावहािरक हल 
मı देखा था। 

4.4. अब हम अिlतम िlथित को हल 
करने का lयास करते हĴ। 

दो संlयाएँ लेते हĴ िजनका जोड़ 
10 हो, यानी यिद पहली संlया x है 
तो दूसरी संlया (10 - x) होगी।  

llन के अनुसार, इन दोनł 
संlयाओं का गुणनफल 40 होना 
चािहए, अथŎत --    

x(10 - x) = 40 

या, 10x - x2 = 40 
या कहı, 40 - 10x + x2 = 0  
या, x2 - 10x = -40 
या, x2 - 10x + 25 = -40 + 25 
या, (x - 5)2 = -15 
इसे हल करने के िलए, अथŎत x 

का मान lात करने के िलए, हमı 
ऐसी संlया चािहए िजसका वगl 
ऋणाlमक हो। 

इसे थोड़ा और समझने का lयास 
करते हĴ। हम जानते हĴ िक दो गुणा 
दो चार होते हĴ, पŀच गुणा पŀच 
पlचीस होते हĴ। इसका उलटा कहı 
तो, चार का वगlमूल दो होता है, 
पlचीस का वगlमूल पŀच होता है। 
िकसी संlया x का वगlमूल, यानी िक 
दो ऐसी िबलlल समान संlयाएँ a 
और a खोजने का काम, िजनका 
आपस मı गुणा करा िदया जाए तो 
हमı x ही वापस िमल जाए। तो अगर 
a × a = x है, तो x का वगlमूल a हो 
जाएगा। यह बात तो बहुत साधारण 
है, परlतु यिद कोई हमसे ऋणाlमक 

िचl-3:िचl-3: पाइथागोरस lमेय से वगl के िवकण l एवं 
भुजा के बीच सlबlध

c2=a2+b2

c2=a2+a2 (lयłिक वगl की भुजाएँ बराबर होती हĴ)
c2=2a2

c=√2a2

c=a√2
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संlया का वगlमूल पूछे तो हम lया 
जवाब दıगे? अथŎत अगर कोई (-4) 
का वगlमूल पूछ ले या यिद वे कहı a 
× a = -4, तो बताओ a का मान lया 
होगा, तो हम lया कहıगे? 

आपने भी बचपन मı पढ़ा होगा िक 
दो धनाlमक संlयाओं का गुणनफल 
हमेशा धनाlमक संlया ही होता है, 
और दो ऋणाlमक संlयाओं का गुणा 
भी धनाlमक संlया ही होता है। 
मतलब अगर दो संlयाएँ समान 
िचlहł वाली हĴ, तो उनका गुणा 
धनाlमक ही होगा। वगlमूल मı हम 
समान संlया खोजते हĴ, ज़ािहर है 
उनके िचlह भी समान ही होने 
चािहए। मतलब lपlट है, ऐसा सlभव 
ही नहĽ है िक दो समान संlयाओं का 
गुणा ऋणाlमक संlया हो जाए। 
अथŎत, कोई ऐसी संlया िजसका 
खुद से गुणा करने पर गुणनफल 
ऋणाlमक आए, ऐसा केवल ‘कlपना’ 
मı ही सlभव है।

काlपिनक संlयाओं की शुlआती काlपिनक संlयाओं की शुlआती 
पिरकlपना पिरकlपना 

इटली के एक महान गिणतl थे, 
जेरोलामो कदŎनो (Gerolamo 
Cardano), िजlहłने इस समlया का 
हल तलाशने का lयास िकया िक 
कैसे 10 को दो ऐसे भागł मı बŀटा 
जाए, िजससे उनका गुणनफल 40 हो 
जाए। और अपने lयास से वे इस 
समlया के हल lवlप दो संlयाएँ 
ढँूढ़ लतेे हĴ, 5 + √-15 और 5 - √-15; 

मगर चँूिक (-15) का वगlमूल सlभव 
ही नहĽ है, इसिलए अपनी िलखी एक 
िकताब मı वे बताते हĴ िक यह 
िबलlल अथlहीन है, ‘काlपिनक’ है, 
और इस lकार की संlयाओं के साथ 
काम करना, lवयं को मानिसक कlट 
देने के समान है।

जेरोलामो कदŎनो के पहले भी, 
गिणत मı lछ-न-lछ खुराफात करते 
हुए लोगł का सामना ऊपर विणlत 
िlथितयł से होता था और तब वे 
काफी lयास करने के बाद उlहı 
अथlहीन समझकर छोड़ देते थे व इस 
lकार की संlयाओं से दूर रहने मı 
ही अपनी भलाई समझते थे। 

जेरोलामो कदŎनो के हल ने, 
उनके बाद के गिणतlł के िलए ऐसी 
संlयाओं का lयोग करने का मागl 
lशlत िकया और इlहı काlपिनक 
संlया कहा जाने लगा। बाद मı रेने 
देकातl ने इस तरह की संlयाओं को 
a + (√-1)b के lप मı िलखना शुl 
िकया। मगर उlहı भी लगता था िक 
इस तरह की संlया का वाlतिवकता 
से कोई लेना-देना नहĽ है। उनका 
कहना था जहŀ भी a + (√-1)b जैसा 
lछ िलखा िमल जाए, समझ लो उसे 
हल नहĽ िकया जा सकता और वह 
काlपिनक है। अथŎत इसका हल 
असlभव है। महान गिणतl एवं 
भौितक वैlािनक सर आइज़ेक lयूटन 
ने भी रेने देकातl की इन बातł का 
समथlन िकया था।
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काlपिनक संlयाओं की वाlतिवकता काlपिनक संlयाओं की वाlतिवकता 

उपरोlत बातł पर lयान दı तो 
समझ आता है िक वे संlयाएँ िजनके 
साथ गिणतीय ऑपरेशन करना 
सlभव हो और साथ ही िजlहı िकसी 
संlया-रेखा पर lदिशlत िकया जा 
सकता हो, वे सभी वाlतिवक संlयाएँ 
हłगी। इनमı π, e, φ, √2 जैसी अपिरमेय 
संlयाएँ भी हłगी िजनके lथान का 
िनधŎरण संlया-रेखा पर एक िनिlचत 
िबlदु के lप मı भले ही न िकया जा 
सके, िकlतु यह तय िकया जा सकता 
है िक वे िकlहĽ दो पूणňकł के बीच 
आएँगी। जैसे π 3 और 4 के बीच, e 
2 और 3 के बीच तथा φ 1 और 2 के 

बीच होते हĴ इlयािद। 
पर इनके अलावा (√-1) सिहत 

ऐसी कई संlयाएँ हĴ िजlहı एक 
संlया-रेखा पर lदिशlत करना तब 
तक सlभव नहĽ है जब तक िक उस 
रेखा को ही ‘काlपिनक-संlया-रेखा’ 
न मान िलया जाए।

अब हम समझ चुके हĴ िक llयेक 
पिरमेय संlया को एक संlया-रेखा 
पर lदिशlत िकया जा सकता है। 
अतः सभी पिरमेय संlयाएँ वाlतिवक 
संlयाएँ मानी जाती हĴ। साथ ही, सभी 
lाlत, पूणl (whole) एवं पूणňक 
संlयाएँ भी वाlतिवक संlयाएँ मानी 
जाती हĴ lयłिक इlहı पिरमेय संlयाओं 

िचl-4िचl-4
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की तरह संlया-रेखा पर lदिशlत 
िकया जा सकता है। 

इस तरह देखा जाए तो केवल 
ऋणाlमक संlयाओं का वगlमूल, 
चतुथl मूल, अlट मूल आिद ही 
काlपिनक संlयाएँ हłगी, lयłिक 
इlहı संlया-रेखा मı कोई lथान दे 
पाना सlभव नहĽ है। संlेप मı, (-x)1/n  
एक काlपिनक संlया होगी यिद n 
कोई सम संlया हो। इसी lकार वे 
सभी िमिlत संlयाएँ, िजनमı एक 
वाlतिवक और एक काlपिनक संlया 
शािमल हो, जैसे 2 + √-1 या 2√-1 
या 2/√-1 आिद, काlपिनक संlयाएँ 
हłगी।

राफेल बॉlबेिlल (Rafael Bombelli) 
ऐसे पहले गिणतl थे, जो इन 
काlपिनक संlयाओं मı िवlवास करते 

थे, और उlहłने बताया िक दो 
काlपिनक संlयाओं का गुणा करने 
पर वाlतिवक संlया िमल सकती है। 
मगर उस ज़माने के गिणतlł ने 
उनके इस िवचार को नहĽ माना, 
उlहı लगता था िक काlपिनक 
संlयाओं के lयोग से वाlतिवक हल 
भला कैसे तलाशे जा सकते हĴ। 
lकाराlतर मı जॉन वॉिलस एक 
अनूठा िवचार लेकर आए, िजसके 
अनुसार a + (√-1)b जैसी संlया को 
X-Y समतल मı एक िबlदु के lप मı 
िदखाया जा सकता है, िजसमı X-अl 
वाlतिवक अl होगा और Y-अl 
काlपिनक अl (िचl-5)। इस तरह 
से एक काlपिनक संlया को एक 
काlपिनक अl मı lदिशlत करना 
सlभव हुआ।

िचl-5: िचl-5: कॉllलेlस lलेन काlपिनक सँlयाओं को दशŎने का एक तरीका है। इसमı X-अl वाlतिवक और 
Y-अl काlपिनक होता है।
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शlदावलीशlदावली

1. lाlितक संlयाएँ1. lाlितक संlयाएँ (Natural NumbersNatural Numbers)

िगनती मı उपयोग की जाने वाली सभी संlयाएँ lाlितक संlया कहलाती हĴ। 
उदाहरण: 1, 2, 3, 4, 5, …
2. पूणl संlयाएँ 2. पूणl संlयाएँ (Whole NumbersWhole Numbers) 
lाlितक संlयाओं मı 0 को शािमल कर लेने से पूणl संlयाएँ बनती हĴ। उदाहरण: 0, 
1, 2, 3, …
3. पूणňक संlयाएँ 3. पूणňक संlयाएँ (IntegersIntegers)

धनाlमक, ऋणाlमक और ज़ीरो से िमलकर बनी हुई संlयाएँ पूणňक संlयाएँ होती हĴ। 
उदाहरण: … , -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, …
4.  पिरमेय संlयाएँ 4.  पिरमेय संlयाएँ (Rational NumbersRational Numbers)

ऐसी सभी संlयाएँ िजlहı p/q के lप मı िलखा जा सकता है, उlहı पिरमेय संlयाएँ 
कहते हĴ। (q का मान 0 नहĽ होना चािहए) उदाहरण: ½, ⅕, ¾ आिद। 
5.  अपिरमेय संlयाएँ 5.  अपिरमेय संlयाएँ (Irrational NumbersIrrational Numbers)

ऐसी संlयाएँ िजlहı p/q के lप मı नहĽ िलखा जा सकता और मुlयतः उlहı ‘√’ के 
अlदर िलखा जाता है, और कभी भी उनका पूणl वगlमूल नहĽ िनकलता। उदाहरण: 
√2, √105, √11, √17 आिद। 
अपिरमेय संlयाओं का मान अनावतľ असाlत दशमलव संlया के lप मı lाlत होता 
है, जैसे π िजसका मान 3 और 4 के बीच, e िजसका मान 2 और 3 के बीच तथा φ 
िजसका मान 1 और 2 के बीच lाlत होता है। 
6. पाई (6. पाई (π) ) 
π एक अपिरमेय संlया है जो िकसी वृl की पिरिध की लlबाई और उसके lयास की 
लlबाई का अनुपात होता है। वैसे तो कllयूटर की मदद से इसका मान दशमलव के 
बाद लाखł अंकł तक lाlत िकया जा चुका है, परlतु इसका मान अनावतľ असाlत 
दशमलव संlया के lप मı lाlत होता है। गणना की सुिवधा के lिlटकोण से इसका 
मान 22/7 या 3.14 के lप मı िलया जाता है। इसका मान 3 से बड़ा और 4 से छोटा 
होता है। इसका दशमलव के 100 अंकł तक मान 3.1415926535 8979323846 
2643383279 5028841971 6939937510 5820974944 5923078164 0628620899 
8628034825 3421170679... होता है। 
पाई (π) एक िlथरźक है िजसे हम आकl िमडीज़ िlथरźक या िफर लूडोlफ नlबर के 
नाम से भी जानते हĴ। पाई के समान ही √2 भी एक िlथरźक है िजसे हम पाइथागोरस 
िlथरźक के नाम से जानते हĴ, िजसका मान है - 
√2 = 1.414213562373095048801688724209698…
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7. गोlडन अनुपात (7. गोlडन अनुपात (φ)
यिद िकसी रेखा के दो टुकड़े िकए जाएँ और उन दोनł टुकड़ł की लlबाई का 
अनुपात, उनकी लlबाई के जोड़ तथा बड़े टुकड़े की लlबाई के अनुपात के बराबर 
हो, तो यह अनुपात गोlडन रेशो, गोlडन मीन, िडवाइन lोपोशlन या गोlडन सेlशन 
कहलाता है। 

इसका मान 1 से बड़ा और 2 से छोटा, लगभग 1.6180339887498948482 होता है।  
8. ऑइलर संlया या नेिपयर िlथरźक (8. ऑइलर संlया या नेिपयर िlथरźक (e) ) (Euler NumberEuler Number)

यह एक अपिरमेय संlया है िजसे π, √2 या गोlडन अनुपात φ की तरह lयािमित की 
मदद से पिरभािषत नहĽ िकया जा सकता, परlतु इसकी गणना िनlन सूl के आधार 
पर की जा सकती है -

e = 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995...
इस िlथरźक का इlतेमाल िमl lयाज (Compound Interest) की गणना के िलए तथा 
रेिडयो एिlटव पदाथl की अधl-आयु जानने के िलए िकया जाता है। इसका मान 2 और 
3 के बीच होता है जो गणना मı िलए गए पदł की संlया पर िनभlर करता है।

मनोज lमार शराफ: मनोज lमार शराफ: िविभŶ िवlालय जैसे िlिनटी कॉlवıट, िवlा भारती, लायlस 
llल तथा डी.ए.वी. मı गिणत िशlक के lप मı करीब 27 वषń तक अlयापन कायl। 
िपछले तीन वषń से अज़ीम lेमजी फाउंडेशन, रायपुर मı बतौर गिणत िवशेषl के lप 
मı कायlरत।
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