
1 |  अज़ीम प्रेमज़ी यूनिवर्सिटी एट राइट एंगल्स, दिसम्बर, 2012   

 

_______________________________________________________________________________ 
Translation of Pitfalls in …The Method of Inducation : Arun Naik From Azimpremji University 
At Right Angles_December,2012 

______________________________________________________________________________ 

आगमि ववधि की खार्मयााँ 
उिाहरण से पढ़ािे के खतरे 
अरुण िाइक  

रचनात्मक शिक्षण विद्यार्थियों को पैटनि पहचानने और उर्चत शिद्धान्त (जििका आधार 
अनुमान लगाने में है) के ननमािण के शलए प्रेररत करता है। इि विर्ध में क्या ख़तरे हैं? कोई 
दािा महज़ इिशलए ित्य है क्योंकक विचार ककए गए िभी उदाहरणों में उिे ित्य पाया गया 
है, इि धारणा को विद्यार्थियों तक पहुुँचाने िे बचने के शलए शिक्षक को कौन-िी िािधाननयाुँ 
बरतनी चाहहए?  

शिक्षक शिक्षा पाठ्यचयाि (बीएड) के 'गणणत-शिक्षण की विर्धयाुँ' में आगमन (Induction) और 
ननगमन (Deduction) विर्धयों पर ज़ोर हदया िाता है। एक शिक्षक-अध्यापक के रूप में अपने 
कायिकाल के दौरान मैंने आगमन विर्ध को उत्िाहपूििक पढ़ाया और विद्याथी शिक्षकों द्िारा 
पढ़ाए िाने िाले गणणत के कई पाठों का अिलोकन भी ककया। हमारे विद्याथी शिक्षक िब भी 
िामान्यीकरण की बात करते, तो आगमन विर्ध का प्रयोग करत।े कुछ मौकों पर यह िूत्र-
ननमािण का भी रूप ले लेता।   

गणणत-शिक्षण में 'आगमन िोच' का प्रयोग कैिे ककया िाता है? िामान्यत: शिक्षक कुछ वििेष 
उदाहरण एक-एक करके बताते हैं। किर िह विद्यार्थियों को पैटनि का अिलोकन करने ि उिे 
नोट करने और किर उि पैटनि को अज्ञात जथथनतयों तक बढ़ाने को कहते हैं। और इि तरह 
िह िामान्यीकरण का रूप ले लेता है। उदाहरण के शलए अगर शिक्षक घाताांक के ननयम पढ़ा 
रहे हैं, तो िे ननम्नशलणित (या इिी तरह के) उदाहरणों का उल्लेि करेंगे, बार-बार प्रश्न पूछेंग,े 
विद्यार्थियों िे ििाब प्राप्त करेंगे, ब्लैकबोडि पर ििाबों की व्यिजथथत रूप िे तुलना करेंग ेऔर 
किर ककिी ननयम पर पहुुँचेंगे। 
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यही इि विर्ध का िार है। पहली नज़र में, गणणत में िामान्यीकरण की पड़ताल करने में 
बच्चों की मदद करने का यह एक बहुत बहढ़या तरीका मालूम होता है। कुछ विशिष्ट उदाहरणों 
के ज़ररए काम करके और शिक्षक द्िारा ननयम को िमझाए बबना ही विद्याथी िामान्यीकरण 
करने लगते हैं। विद्याथी थियां िे ही ननयम पता कर लेते हैं।  

एक शिक्षक-अध्यापक के रूप में कायि करते हुए मेरा ध्यान हमेिा केिल दो बातों पर रहा।  
एक, शिक्षक द्िारा विद्यार्थियों को छानबीन करने के शलए हदए गए उदाहरणों की विविधता 
पर। और दिूरा, विद्यार्थियों द्िारा पैटनि पहचानने, पररकल्पना करने और व्यिजथथत ढांग िे 
ििाल करके िामान्यीकरण करने के शलए शिक्षक द्िारा बनाई गई िगह पर। विद्यार्थियों को 
पररकल्पना करते देि मुझे बहुत अच्छा लगा और मैं िुिपूििक इि विर्ध की िीमाओां िे 
अनिान रहा।  

कुछ िषि पहले, िब मैंने इि विर्ध के बारे में िोचना िुरू ककया तो मेरे मन में कुछ िांकाएुँ 
आईं। क्या यह िाथति में विद्याथी द्िारा की गई िोि है? क्या िामान्यीकरण पर पहुुँचने के 
बाद ककिी प्रमाण की ज़रूरत नहीां है? क्या िामान्यीकरण ही प्रमाण है? यह लेि इि विषय 
पर मेरे विचारों को एक िाथ लाता है।    

‘आगमि सोच’ क्या है? 

‘आगमन िोच’ िह है िो हम अपने दैननक िीिन में इिे िाने-िमझे बबना या इि तरह नाम 
हदए बबना ननयशमत रूप िे करते हैं। हम ककिी देि X के चार व्यजक्तयों िे मुलाकात करते हैं 
जिन्हें मिालेदार भोिन पिन्द है और इि आधार पर हमारा ननष्कषि होता है, “देि X के िभी 
लोगों को मिालेदार भोिन पिन्द है।” या हम ककिी देि Z के पाुँच लोगों िे मुलाकात करते 
हैं जिन्हें नाचना पिन्द है और इि आधार पर हम ननष्कषि ननकालते हैं, “देि Z के िभी लोगों 
को नाचना पिन्द है।” िाधारणत: हम कुछ वििेष मामलों की िाुँच-परि करते हैं और अपने 
अिलोकनों के आधार पर ‘िामान्यीकरण’ पर पहुुँचते हैं। अगर कोई विर्ध बारम्बार कारगर 



3 |  अज़ीम प्रेमज़ी यूनिवर्सिटी एट राइट एंगल्स, दिसम्बर, 2012   

 

होती है तो हम यकीन कर लेते हैं कक यह विर्ध हमेिा कारगर है। िैिे-िैिे पुजष्ट के उदाहरण 
बढ़ते िाते हैं, िैिे-िैिे हमारा ननष्कषि मज़बूत होता िाता है।  

हालाुँकक िामान्यीकरण करने की क्षमता मानि मजथतष्क की एक अन्तननिहहत और महत्त्िपूणि 
क्षमता है और हम िो कुछ भी करते हैं यह क्षमता उिे मज़बूत बनाती है (िाथति में तमाम 
िैज्ञाननक उद्यम के मूल में यह यही िोच है), किर भी इिके पररणामों की िमीक्षा ककए बबना 
उन्हें थिीकारना िम्भावित रूप िे हाननकारक हो िकता है। और यह बात िभी क्षेत्रों के शलए 
िमान रूप िे िच है, चाहे गणणत हो या विज्ञान हो या िम्पूणि िीिन हो। यहाुँ दो उदाहरण 
प्रथतुत हैं िो गणणत के शलए इि हटप्पणी की प्रािांर्गकता दिािते हैं।  

एक वतृ्त का क्षेत्रों में ववभाजि 
n बबन्दओुां िाले एक ितृ्त पर विचार करें। यहद बबन्दओुां की प्रत्येक िोड़ी एक िीिा िे िुड़ी हुई 
हो तो ितृ्त ककतने भागों में विभाजित होगा? (यह मानकर चलें कक कोई भी दो िीिा एक-दिूरे 
के िमान्तर नहीां हैं और कोई भी तीन िीिाएुँ एक बबन्द ुपर नहीां शमलती हैं।) 

 
        2 बबन्द,ु 2 भाग     3 बबन्द,ु 4 भाग  

      

 
       4 बबन्द,ु 8 भाग         5 बबन्द,ु 16 भाग     

धचत्र-1  कभी-कभी कोई अनुक्रम हमें भ्रशमत कर िकता है... 
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इन उदाहरणों (र्चत्र-1) को देिकर हम में िे अर्धकाांि लोग इि बात पर यकीन कर लेंगे कक 
ऐिे 6 बबन्द ुहोने पर ितृ्त 32 भागों में विभाजित होगा। तो हमारा अनुमान है कक िब n बबन्द ु
आपि में िुड़ते हैं तो ितृ्त 2𝑛−1 भागों में विभाजित होता है, पर यह शिर्ि  अनुमान ही है। 
हमने कुछ उदाहरण देिे, कुछ विशिष्ट मामलों में इिे ित्य पाया और यह मान शलया कक 
िभी अपरीक्षक्षत मामलों के शलए भी यह ित्य है। यह िमझाने के शलए कक हम ऐिा क्यों 
मानते हैं हमारे पाि इिके अलािा और कोई तकि  नहीां है कक यह उन मामलों के शलए ित्य 
था जिन्हें हमने िाुँचा था। हम िोच िकते हैं कक हमने कुछ थथावपत कर हदया है, पर ऐिा 
नहीां है।  

इि अनुमान की िाुँच करने के शलए हमें िभी िम्भावित मामलों की िाुँच करनी होगी। 
उपरोक्त उदाहरण में अगर हम 6 बबन्दओुां को िोड़कर देिें, तो पाएुँगे कक ितृ्त 32 भागों में 
विभाजित नहीां होता है। यह दिािता है कक हमारा अनुमान ग़लत है।  

एक अभाज्य संख्या जेिरेटर 

यहाुँ दिूरा उदाहरण प्रथतुत है। कोई व्यजक्त यह अनुमान लगा िकता है कक िभी प्राकृत 
िांख्याओां 𝑛 के शलए 𝑛2 − 𝑛 + 41 अभाज्य है और इिका प्रमाण भी यकीन करने लायक है : 

• यहद  𝑛 = 1 तब  𝑛2 − 𝑛 + 41 = 41 अभाज्य है।  
• यहद 𝑛 = 2 तब  𝑛2 − 𝑛 + 41 = 43 अभाज्य है। 
• यहद 𝑛 = 3 तब  𝑛2 − 𝑛 + 41 = 47 अभाज्य है।  

यहाुँ तक कक 𝑛 = 40 तक यह प्रकक्रया करन े पर भी ऐिा कोई प्रमाण नहीां शमलता कक यह 
अनुमान ग़लत है। पर यह आिानी ि ेदेिा िा िकता है कक यह कथन िामान्य रूप िे िही 
नहीां हो िकता क्योंकक 𝑛 = 41 के शलए व्यांिक का मान 412 हो िाता है, िो अभाज्य नहीां है। 
इि प्रकार पैटनि के विपरीत उदाहरण ज्ञात कर हमने इि अनुमान को ग़लत िाबबत कर हदया।  

एक प्रत्युिाहरण (Counterexample) की िारणा  

आगमननक तकि  िाांकेनतक (suggestive) होते हैं और प्रमाण ननष्कषि का िमथिन करते प्रतीत 
होते हैं, पर उि ननष्कषि की िटीकता की कोई गारांटी नहीां होती है। थपष्ट है कक यहद गणणत 
में आप ककिी कथन को शिद्ध करना चाहते हैं तो केिल प्रयोग करना और अिलोकन करना 
कार्ी नहीां है, क्योंकक ककिी भी अनुमान को केिल उदाहरणों िे शिद्ध नहीां ककया िा िकता 
है। िहीां दिूरी ओर ऐिे ककिी एक उदाहरण को िोिकर िो अनुमान के पैटनि के मुताबबक न 
हो आप उि अनुमान को ग़लत िाबबत कर िकत ेहैं। ककिी अनुमान को ग़लत िाबबत करन े
के शलए ऐिा एक ही उदाहरण कार्ी है। ऐिा उदाहरण िो अनुमान के ‘विपरीत’ हो, उिे 
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प्रत्युदाहरण कहते हैं। अभाज्य िांख्या िेनरेटर अनुमान में n = 41 एक प्रत्युदाहरण है। (पाठक 
इि अनुमान िे िम्बजन्धत ऐिे और भी प्रत्युदाहरण ज्ञात करने का आनन्द ले िकते हैं।) 

परन्त,ु जब कथि सत्य हो तब क्या? 

क्या होगा अगर कोई कथन िाथति में ित्य हो और हम उिके शलए प्रमाण िोि रहे हों? हम 
िानते हैं कक ककिी कथन को िही िाबबत करने के शलए केिल उदाहरण अपयािप्त है। हम यह 
भी िानते हैं कक कथन को ग़लत िाबबत करने के शलए एक प्रत्युदाहरण ही कार्ी है। लेककन 
यहद िह कथन ित्य है तो आपको उिके शलए कोई प्रत्युदाहरण कतई नहीां शमलेगा।  

उदाहरण के शलए इि दािे को देिें; 

िभी प्राकृत िांख्याओां 𝑛  के शलए 1 + 3 + 5 + ⋯ + (2𝑛 − 1) = 𝑛2 दािे के शलए हमें पक्के तौर पर 
कोई प्रत्युदाहरण नहीां शमलेगा क्योंकक यह दािा ित्य है।  

इि पररघटना का और भी प्रबल उदाहरण िमाि (Fermat, 1601-1665) के दािे द्िारा प्रथतुत 
होता है : यहद 𝑛, 2 िे बड़ा पूणाांक है तो िमीकरण 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛  का कोई भी हल धनात्मक 
पूणाांक नहीां होता है। इिका प्रत्युदाहरण ढूुँढ़ने िे कोई र्ायदा नहीां होगा क्योंकक (िैिा कक अब 
हम िानते हैं) यह कथन ित्य है। 

इि प्रकार ककिी अनुमान के बारे में तय करन ेकी विर्ध के रूप में कुछ उदाहरणों के िाथ 
प्रयोग करना हमेिा कारगर नहीां होता है। तो किर हम आगे कैिे बढ़ें? क्या कोई राथता है? 
ऐिे में ननगमननक प्रमाण (deductive proof) की आिश्यकता होती है, और एक प्रबल ननगमननक 
प्रमाण गणणतीय आगमन होता है। 

गणणत़ीय आगमि द्वारा प्रमाण  

गणणत अपनी िांरचना और आन्तररक िांगतता (consistency) के मामले में दिूरे विषयों िे 
अलग है। इिका आधार अशभगहृीत (Axioms) और अशभधारणाएुँ (Postulates) हैं िो थियांशिद्ध 
ित्य हैं और जिन्हें बबना ककिी प्रमाण के ित्य मान शलया िाता है। गणणत के िारे प्रमेय 
(Theorems), शिद्धान्त और िामान्यीकरण इन्हीां के आधार पर व्युत्पन्न और शिद्ध ककए 
िाते हैं। गणणतीय आगमन द्िारा ककिी प्रमाण का बड़े थतर पर ननमािण िरल है : 

• प्रमेय को आधारभूत मामले, मान लीजिए कक n = 1, के शलए शिद्ध करें।  
• शिद्ध करें कक यहद इि प्रमेय को n के ककिी भी मान के शलए ित्य माना िाता है 

तो इिे n के अगले उच्च मान के शलए भी ित्य होना चाहहए। यह चरण कार्ी 
ननणाियक है; इिे ककिी भी थिेच्छ (arbitrary) n के शलए काम करना चाहहए।  
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• चरण 1 और 2 में िम्बन्ध थथावपत करें :  यह ननगमन करें कक चूुँकक प्रमेय ज्ञात 
मामले (मान लीजिए कक n = 1) के शलए ित्य है इिशलए यह अगले मामले (n = 2) 
के शलए भी ित्य होगा, और इिके अगले मामले (n = 3) के शलए भी। और इि प्रकार 
यह िभी धनात्मक पूणाांकों n के शलए ित्य होगा।      

अपने नाम 'गणणतीय आगमन' के बाििूद यह एक प्रकार का ननगमन ही है। आगमन के िाथ 
इिकी िमानता है क्योंकक यह एक छोटे-िे प्रनतदिि (sample) के आधार पर अनन्त मामलों 
के शलए िामान्यीकरण करती है। और, क्रमागत अपरीक्षक्षत मामलों के बीच ताककि क िम्बन्धों 
के कारण इिे ननष्पाहदत करना िम्भि है।  

ककिी कथन को शिद्ध करने के शलए जिन पद्धनतयों का उपयोग ककया िा िकता है, आगमन 
उनमें िे एक है। ऐिा कथन शमलना दलुिभ होगा जििके शलए िैकजल्पक प्रमाण िम्भि न हो। 
उदाहरण के शलए ििििशमका 1 + 3 + 5 + ⋯ + (2𝑛 − 1) = 𝑛2 पर विचार करें। ििििशमका 𝑛2 +

(2𝑛 + 1) = (𝑛 + 1)2 के आधार पर इिका एक िरल आगमननक प्रमाण है और पररणामथिरूप 
यह एक िानदार 'बबना िब्दों के प्रमाण' में तब्दील हो िाता है।   

पर इिे इन पदों के क्रम को उल्टा करके भी शिद्ध ककया िा िकता है :  

{
1 + 3 + 5 + ⋯ + (2𝑛 − 3) + (2𝑛 − 1)

(2𝑛 − 1) + (2𝑛 − 3) + (2𝑛 − 5) + ⋯ + 3 + 1 
} 

और पदों को ‘थतम्भिार’ िोड़कर भी। प्रत्येक थतम्भ में िांख्याओां के िोड़े का योगिल 2n 
है, तो इि प्रकार दोनों पांजक्तयों का योगिल 𝑛 × 2𝑛 = 2𝑛2 होगा । अत: प्रत्येक पांजक्त का 
योगिल 𝑛2 है। ध्यान रहे कक यह प्रमाण आगमन के शिद्धान्त पर आधाररत नहीां है। 

आगमननक और ग़ैर-आगमननक  (non-inductive) प्रमाणों के ऐिे कुछ और िोड़ों को 
िांकशलत करना एक िूचनाप्रद कायि है।  

निष्कर्ि  

आगमननक वििेचन (reasoning) में अिलोककत डेटा के आधार पर िामान्य पैटनि का अनुमान 
लगाना िाशमल होता है। विज्ञान में (या िम्पूणि िीिन में), ऐिे अनुमान केिल अनुमान ही रह 
िाते हैं, जिनकी िुद्धता की िम्भािना की डडग्री बदलते रहती है। हालाुँकक, गणणत में कुछ 
अनुमान ‘गणणतीय आगमन’ िैिी तकनीक िे शिद्ध ककए िा िकते हैं। इि तकनीक में 
‘आगमन’ िे आिय इि िब्द की िामान्य िमझ िे नहीां है, बजल्क यह उन अनुमानों को 
शिद्ध करने की विर्ध है िो आगमन या ककिी अन्य विर्ध िे प्राप्त हुए हैं।  

 

 



7 |  अज़ीम प्रेमज़ी यूनिवर्सिटी एट राइट एंगल्स, दिसम्बर, 2012   

 

Resources 

i. Titu Andreescu and Razvan Gelca. Putnam and Beyond, Springer 
publications, 2007 
ii. http://www.earlham.edu/~peters/courses/logsys/math-ind.htm 
iii. Shmuel Avital and Rodney T. Hansen, Mathematical induction in the 
classroom,1976 
iv. http://tellerprimer.ucdavis.edu/pdf/2ch11.pdf 
v. http://www.math.uconn.edu/~hurley/math315/proofgoldberger.pdf 
vi. http://www.richland.edu/james/lecture/m116/sequences/induction.html 
------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
अरुण िाइक अज़ीम प्रेमिी विश्िविद्यालय के िांिाधन केन्र की अकादशमक और शिक्षण टीम 
का नेततृ्ि करत ेहैं। ि ेशिक्षक और शिक्षक-अध्यापकों के िाथ कई िषों िे कायि कर रहे हैं। 
उनिे arun@azimpremjifoundation.org पर िम्पकि  ककया िा िकता है।  

अिुवाि : कुमार गन्धिि शमश्र   
पुिरीक्षण एवं कॉप़ी एड़ीदटगं : कविता नतिारी  
सम्पािि : रािेि उत्िाही  
 

mailto:arun@azimpremjifoundation.org

