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_______________________________________________________________________ 
Translation of Sume of Consecutive Natural Numbers : Swati Sircar & Sneha 
Titus_From Azim premji University At Right Angles_August, 2017 
_______________________________________________________________________________ 

{सरल से कठिन कार्य की ओर — Low Floor High Ceiling Tasks} 

क्रमागत प्राकृत संख्याओं के योग 
स्वात़ी सरकार एवं स्िेहा टाइटस 
 
‘सरल से कठिन कार्य की ओर’ की श ृंखला, र्ानी Low Floor High Ceiling Tasks (LFHC) 
को जारी रखते हुए इस बार र्ह गततविधि चुनी गई है।  
 
इसमें शुरुआत ऐसे सरल कार्य देकर की जाती है जो बच्चों की उम्र के मुताबबक़ हों और कक्षा 
के सभी विद्र्ार्थी इस पर हार्थ आज़मा पाएँ। जैसे-जैसे िह गततविधि आगे बढ़ती है, िैसे-िसै े
उसमें शाममल कार्ों की जठिलता बढ़ती जाती है ताकक विद्र्ार्थी उस ेकरते हुए स्िर्ृं को अपनी 
क्षमता की हद तक ले जाएँ। र् ँ तो सभी के मलए काफ़ी काम होता है, लेककन कठिनाई का 
स्तर बढ़ने पर कम विद्र्ार्थी कार्ों को प रा करने में समर्थय हो पाते हैं। तर्थावप, तात्पर्य र्ह है 
कक गततविधि में सभी विद्र्ार्थी शाममल होते हैं और िे सभी सम्प र्य कार्य के कम-से-कम एक 
ठहस्से को तो प रा कर पाते हैं। 
 
इस श ृंखला को विकमसत करते समर् र्ह एहसास हुआ कक हमारी अधिकतर गततविधिर्ाँ एक 
पड़ताल से शुरू होती हैं। गणर्तीर् पड़ताल का अर्थय ककसी गणर्तीर् स्स्र्थतत के अनिरत अन्िेषर् 
से है। र्ह सिाल सुलझाने से अलग है क्र्ोंकक र्ह खुली (open-ended) पड़ताल है। 
 
गणर्तीर् पड़ताल में, विद्र्ाधर्थयर्ों से अपेक्षा की जाती है कक िे गणर्तीर् स्स्र्थतत के आरस्म्भक 
अन्िेषर् के बाद स्िर्ृं अपने सिाल प्रस्तुत करेंगे। ककसी स्स्र्थतत का अन्िेषर्, समस्र्ाओृं का 
तनरूपर् और उनके हल स्ितृंत्र गणर्तीर् धचन्तन के विकास का अिसर देते हैं; सार्थ ही र्ह 
गणर्तीर् प्रकिर्ाओृं जैसे कक डिैा को व्र्िस्स्र्थत करने एिृं अमभलेखन, पैिनय की तलाश, अिकल 
लगाने, तनष्कषय तनकालने, अिकलों एिृं सामान्र्ीकरर्ों का औधचत्र् मसद्ि करने और व्र्ाख्र्ा 
करने में शाममल होने का अिसर देते हैं। धचन्तन की र्ही प्रकिर्ाएँ एक व्र्स्क्त को और अधिक 
गणर्त सीखने, अन्र् विषर्ों ि रोज़मराय की स्स्र्थततर्ों में गणर्त का उपर्ोग करने तर्था गणर्तीर् 
(एिृं गैर–गणर्तीर्) समस्र्ाओृं को हल करने में मददगार होती हैं। गणर्तीर् पड़ताल पर ठिका 
मशक्षर् मशक्षाधर्थयर्ों को गणर्त के बारे में, विशेषकर गणर्तीर् गततविधि एिृं धचन्तन की प्रक तत 

 
 मुख्य शब्द : सृंख्र्ाएँ (numbers), िमागत (consecutive), र्ोग (sum), प्रततमान (pattern), अृंक (digits) 
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के बारे में, सीखने की गुृंजाइश देता है। र्ह उन्हें महस स कराता है कक गणर्त सीखने में सहज 
बोि, व्र्िस्स्र्थत अन्िेषर् करना र्ा पता लगाना, अनुमान लगाना, तकय  करना इत्र्ाठद शाममल 
हैं, तर्था र्ह कक गणर्त सीखना रिन्त और मौज दा प्रकिर्ाओृं का अनुसरर् करना नहीृं है। 
 
र्द्र्वप हमने अपने द्िारा की गई पड़ताल पर आिाररत सिाल विकमसत ककए हैं, तर्थावप 
हमारा आग्रह है कक आप अपने विद्र्ाधर्थयर्ों को स्िर्ृं पड़ताल में जुड़न ेदें। इसमें तनम्नमलणखत 
सिाल सहार्क हो सकते हैं : 

• मैंने क्र्ा अिलोकन ककर्ा? 
• मुझे क्र्ा पता र्था? 
• मैंने क्र्ा खोजा? 
• क्र्ा चुनौतीप र्य र्था? 
• क्र्ा मैं इसे ककसी अन्र् तरह से जाँच सकता ह ँ? 
• ककतनी तरह के हल? 
• क्र्ा हो अगर मैं ............ बदल द ँ? 
• इससे मैं और क्र्ा मसखा/सीख सकता ह ँ? 

 
तो, िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोग की इस पड़ताल के मलए र्ह रहे हमारे प्रश्न। हमेशा की 
तरह, रे् सरल से कठिन की ओर जाते हैं : 
 

1. 1 से 50 तक की सृंख्र्ाओृं की जाँच करके ऐसी सृंख्र्ाएँ चुनें स्जन्हें िमागत प्राक त 
सृंख्र्ाओृं कक एक श ृंखला के र्ोगों की तरह मलखा जा सके। उदाहरर् के मलए, 3 
= 1 + 2; 12 = 3 + 4 + 5, इत्र्ाठद। 

2. क्र्ा ऐसी सृंख्र्ाएँ हैं, स्जन्हें एक र्ा अधिक िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोगों के 
रूप में एक से अधिक तरह से मलखा जा सकता है, उदाहरर् के मलए, क्र्ा उसी 
सृंख्र्ा को दो र्ा तीन िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोग के रूप में मलखा जा सकता 
है? 

3. ऐसी सृंख्र्ाओृं का पैिनय पता कीस्जए स्जन्हें : 
i. सदैि दो िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोग के रूप में मलखा जा सकता है 
ii. सदैि तीन िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोग के रूप में मलखा जा सकता है 

4. र्ठद हम िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं (2n + 1) को जोड़ें और र्ोग N हो, तो N के 
गुर्नखण्डों की पड़ताल कीस्जए। 

5. र्ठद हम िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं (2n + 2) को जोड़ें और र्ोग N हो, तो N के 
गुर्नखण्डों की पड़ताल कीस्जए। 

6. अपनी पड़ताल के आिार पर क्र्ा आप उन सृंख्र्ाओृं के प्रकारों के बारे में 
सामान्र्ीकरर् कर सकत ेहैं, स्जन्हें दो र्ा अधिक िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोग 
के रूप में मलखा जा सकता है? 
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7. ऐसी सृंख्र्ा को लेकर, र्ह पड़ताल करें कक इसे दो र्ा दो से अधिक िमागत प्राक त 
सृंख्र्ाओृं के र्ोग के रूप में ककतनी तरह से मलखा जा सकता है। 

8. कौन-सी सृंख्र्ाओृं को दो र्ा दो से अधिक िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोग के रूप 
में नहीृं मलखा जा सकता है? 

 
िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं का र्ोग (SCNN) N हो और विषम गुर्नखण्ड 2n + 1 हो, तो 
अनुमान लगाइए कक उस र्ोग (SCNN) में ककतने पद होंगे। 

 
क्रमागत प्राकृत संख्याओं के योग (Sums of Consecutive Natural Numbers 
[SCNN]—एसस़ीएिएि) 
र्ह बहुत अच्छा उदाहरर् है कक कैसे दृश्र् तनरूपर् प्रमार् के बारे में समझ दे सकता है। 
सृंख्र्ा 18 को दो तरह से, दो र्ा दो से अधिक िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोग (SCNN) 
के रूप में मलखा जा सकता है : 

3 + 4 + 5 + 6 और 5 + 6 + 7 
एससीएनएन को िाइल्स के कॉलम के रूप में दशायर्ा जा सकता है (धचत्र–1 में)। 1 से 50 
तक सृंख्र्ाओृं की पड़ताल करके र्ह तर् करें कक कौन-सी सृंख्र्ाओृं को SCNN की तरह 
मलखा जा सकता है और ककन्हें नहीृं : 

 

 
सन्दर्ि-1 से चित्र-1 

 
i. हम जब दो िमागत सृंख्र्ाओृं को जोड़ते हैं तो हमें विषम सृंख्र्ा ममलती है। 

n + (n + 1) = 2n + 1. इसके उलि कर्थन : कोई भी विषम सृंख्र्ा जो 3 हो, उसे दो 
िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोग के रूप में मलखा जा सकता है। 

 
ii. जब हम तीन िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं को जोड़त ेहैं तो हमें 3 का गुर्क ममलता है। 

(n - 1) + n + (n + 1) = 3n 
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इसके उलि कर्थन : 3 का कोई भी गुर्क जो 6 हो, उसे तीन िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के 
र्ोग के रूप में मलखा जा सकता है। (i) ि (ii) को सार्थ रखने पर हम देखते हैं कक 3 के विषम 
गुर्क को दो िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोग के रूप में और तीन िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं 
के र्ोग के रूप में, दोनों ही तरह से, मलखा जा सकता है। 
 
इससे भी ठदलचस्प र्ह है कक (n - 1) + n + (n + 1) = 3n समीकरर् के बाईं ओर का 
पक्ष हमें विचार करने के मलए एक रोचक ठदशा देता है। ध्र्ान दें कक (n - 1) में –1 की 
प्रततप तत य (n + 1) में +1 के द्िारा हो जाती है। 
 
अब, र्ठद सृंख्र्ाओृं की सृंख्र्ा 5, 7, 9 ... हो तो इसे आसानी से आग ेबढ़ार्ा जा सकता है; 
दरअसल सृंख्र्ाओृं की ककसी भी विषम सृंख्र्ा के मलए इसे आसानी से आगे बढ़ार्ा जा सकता 
है। 
 
बीजगणर्तीर् तौर पर, मान लीस्जए कक प्राक त सृंख्र्ाओृं की विषम सृंख्र्ाओृं (उदाहरर् के मलए, 
2n + 1), को जोड़ा गर्ा है, तो इसको इस तरह मलखा जा सकता है (m - n) + … + (m - 
2) + (m - 1) + m + (m + 1) + (m + 2) + … + (m + n); अर्थायत m के दाईं ओर 
जोड़ी गई प्रत्रे्क सृंख्र्ा m के बाईं ओर से घिाई गई है, तो धचत्र को किर से जमार्ा जा 
सकता है जैसा कक चित्र-2 में ठदखार्ा गर्ा है, स्जससे कक m x (2n + 1) का आर्त प्राप्त 
हो। 
 
चित्र-2, इसे n = 3 और m = 6 के मलए दशायता है। 
 

चित्र-2 
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इस पुनवियन्र्ास के साफ़–सुर्थरेपन के अलािा, र्ह भी ध्र्ान दें कक 2n + 1 िमागत प्राक त 
सृंख्र्ाओृं का र्ोग विषम सृंख्र्ा 2n + 1 से भाज्र् है। उदाहरर् के मलए, जब हम 5 िमागत 
सृंख्र्ाओृं को जोड़ते हैं, मसलन 8 + 9 + 10 + 11 + 12, तो इनका र्ोग 5 से भाज्र् है। 
 
तो, क्र्ा हो अगर हम िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं की सम सृंख्र्ाओृं को जोड़ें? 
 
बीजगणर्तीर् तौर पर, मान लीस्जए कक प्राक त सृंख्र्ाओृं की सम सृंख्र्ाओृं (उदाहरर् के मलए, 
2n + 2), को जोड़ा गर्ा है, तो इसको इस तरह भी मलखा जा सकता है -  
(m - n) + … + (m - 2) + (m - 1) + m + (m + 1) + (m + 2) + … + (m + n) + 
(m + n + 1) 
अब, दोनों छोरों से शुरू करके पदों की जोड़ी बनाने, किर अगले दो पदों की जोड़ी बनाने... और 
इस तरह अन्ततः मध्र् के दोनों पदों की जोड़ी बनाने पर हम पाते हैं : 

(m - n) + (m + n + 1) = 2m + 1 
(m - n + 1) + (m + n) = 2m + 1 

⋮ 
(m - 1) + (m + 2)     = 2m + 1 
m + (m + 1)          = 2m + 1 

और ऐसी (n + 1) जोडड़य ाँ हैं, स्जससे कक  
(m - n) + … + (m - 2) + (m - 1) + m + (m + 1) + (m + 2) + … + (m + n) + 
(m + n + 1) = (n + 1) × (2m + 1) 
चित्र 3, इसे n = 2 और m = 6 के मलए दशायता है। 

 
चित्र-3 
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ध्र्ान दें कक जब 2n + 2 िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं को जोड़ा जाता है, तो इनका र्ोग (n + 
1) से भाज्र् होता है। इतना ही नहीृं, र्ह 2m + 1 स ेभाज्र् होता है, जो एक विषम सृंख्र्ा 
है। उदाहरर् के मलए, जब हम 8 िमागत सृंख्र्ाओृं को जोड़ते हैं, मसलन 4 + 5 + 6 + 7 
+ 8 + 9 + 10 + 11, तो इनका र्ोग 4 से और 15 (जो 2 x 7 + 1 है) से भाज्र् होता 
है। इस तरह किर से जमाई गई आर्ताकार सरर्ी की ऊँचाई 15 है क्र्ोंकक 4 + 11 = 5 + 
10 = 6 + 9 = 7 + 8 = 15. द सरे शब्दों में, कॉलम की ऊँचाई (m - n) + (m + n + 1) 
= 2m + 1 है, जो विषम सृंख्र्ा है। 
 
इन दो तनष्कषों को ममलाकर हम देखते हैं कक दो र्ा दो से अधिक िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं 
के र्ोग का हमेशा एक विषम गुर्नखण्ड होता है। 
 
तो अब, हम एक बहुत ठदलचस्प सिाल पर आते हैं : र्ठद सृंख्र्ा N का एक विषम गुर्नखण्ड 
है, तो क्र्ा इसे दो र्ा दो से अधिक िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोग के रूप में मलखा जा 
सकता है? 
 
सृंख्र्ा N का कोई विषम गुर्नखण्ड 2n + 1 खोजें और N = m × (2n + 1) िाइल्स की 
सरर्ी बनाएँ। र्ठद हम िाइल्स को सीढ़ीनुमा जमा सकें  तो N को दो र्ा दो से अधिक िमागत 
प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोग के रूप में मलखा जा सकता है। सृंख्र्ाओृं के सार्थ आगे अधिक 
अन्िेषर् से पता चलता है कक र्ह मुख्र्तः दो तरह से ककर्ा जा सकता है :  
क. जब m > n : 

 
चित्र-4 
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(2n + 1) कॉलमों में से, प्रर्थम n कॉलमों (प्रत्रे्क की लम्ब ई m) को लें और n, (n - 1) … 
2, 1 सोपानों को काि दें। इन सोपानों को 180 घुमा दें और इन्हें अस्न्तम कॉलम n के ऊपर 
रख दें। र्ह 2n + 1 िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं m - n, m - n + 1, … m + n का र्ोग 
देता है। 
 
चित्र-4, m = 7 और n = 4 की स्स्र्थतत को बताता है। 
 
ख. जब m < n : 
ज़ाठहर ही है कक हम क्र्ों उपर्ुयक्त विधि का उपर्ोग नहीृं कर सकते हैं। 
 
सरर्ी के बाएँ छोर से n, (n - 1) … (n - (m - 1)) सोपानों को काि दें। इन्हें 180 घुमा दें 
और शेष पृंस्क्तर्ों के नीचे रख दें स्जससे कक र्ोग (n - m + 1) + … + n + (n + 1) + 
... + (2n + 1 - (n - m + 1)) प्राप्त हो, अर्थायत, (n - m + 1) + … + n + (n + 1) + 
... + (n + m). 

 

चित्र-5 
 
हम र्ह पािकों के अन्िेषर् पर छोड़ देते हैं कक m = n होने पर क्र्ा होगा और, विशेषकर, 
उस मामले में N ककस तरह की सृंख्र्ा तनकलेगी। 
 
मान लें कक ऐसी सृंख्र्ा N है, स्जसमें कम-से-कम एक विषम गुर्नखण्ड हो, तो इसे SCNN 
के रूप में ककतने तरीक़ों से मलखा जा सकता है? 
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र्ठद N = 2a × p1b1 × … × pkbk जहा ँp1 , … , pk विषम अभाज्र् सृंख्र्ाएँ हों, तो िहाँ पर 
(b1 + 1), … (bk + 1) – 1 विषम गुर्नखण्ड > 1 होंगे, अर्थायत, सम्भावित एससीएनएन (b1 
+ 1) … (bk + 1) – 1 होंगे।  
 
उदाहरर् के मलए, N = 360 = 23 × 32 × 5 के प ाँच विषम गुर्नखण्ड (2 + 1)(1 + 1) - 
1 = 5 है, र्ानी 3, 5, 9, 15, 45 
2n + 1 = 3 ⇒ m = 360 ÷ 3 = 120 ⇒ N = 119 + 120 + 121 
2n + 1 = 5 ⇒ m = 360 ÷ 5 = 72 ⇒ N = 70 + 71 + 72 + 73 + 74 
2n + 1 = 9 ⇒ m = 360 ÷ 9 = 40 ⇒ N = 36 + 37 + 38 + 39 + 40 + 41 + 
42 + 43 + 44 
2n + 1 = 15 ⇒ m = 360 ÷ 15 = 24 ⇒ N = 17 + … + 24 + … + 31 
2n + 1 = 45 ⇒ m = 360 ÷ 45 = 8 ⇒ N = 15 + … + 22 + 23 + … + 30 
 
अलग-अलग सृंख्र्ाओृं को आज़माना और र्ह देखना एक अच्छा विचार होगा कक प्रत्रे्क विषम 
गुर्नखण्ड के मलए एक अद्वितीर् SCNN है। 
 
पािक को हमारा परामशय है कक N और उसके विषम गुर्नखण्ड 2n + 1 के मद्देनज़र ककसी 
भी एससीएनएन में पदों की सृंख्र्ा का प िायनुमान लगाएँ। 
 
दावा : कोई भी र्ह अन्िेषर् करके देख सकता है कक र्ठद पदों की सृंख्र्ा 2n से भाज्र् है, 
तो SCNN 2n - 1 से भाज्र् होगा। उपर्ुयक्त से हम पाते हैं कक कोई भी सृंख्र्ा स्जसमें एक 
विषम गुर्नखण्ड है, उस ेदो र्ा दो से अधिक िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं के र्ोग के रूप में 
मलखा जा सकता है। तो, कौन-सी सृंख्र्ाओृं को दो र्ा दो से अधिक िमागत प्राक त सृंख्र्ाओृं 
के र्ोग के रूप में नहीृं मलखा जा सकता है? 
 
बबना एक भी विषम गुर्नखण्ड िाली कोई भी सृंख्र्ा अिश्र् 2 की घात ही होगी। अतः, केिल 
2n ∀ n ∈ ℕ रूप की सृंख्र्ाएँ ही िे सृंख्र्ाएँ हैं जो दो र्ा दो से अधिक िमागत प्राक त 
सृंख्र्ाओृं के र्ोग के रूप में नहीृं मलखी जा सकती हैं। 
 
हम अततररक्त प्रश्न के मलए अपने पािकों से प्रततकिर्ाएँ आमृंबत्रत करते हैं : N और उसके 
विषम गुर्नखण्ड 2n + 1 के मद्देनज़र ककसी भी SCNN में पदों की सृंख्र्ा का प िायनुमान 
लगाएँ। 

• 
सन्दर्ि : 
1. http://highered.mheducation.com/sites/0072533072/student_view0/math_investigations.html 
2. https://us.corwin.com/sites/default/files/upm-binaries/7047_benson_ch_1.pdf 
3. http://math4teaching.com/2010/03/09/what-is-mathematical-investigation/ 

http://math4teaching.com/2010/03/09/what-is-mathematical-investigation/
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