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_______________________________________________________________________ 
Translation of Teaching Ternary Base Using a Card Trick : Suhas Saha_From Azim premji 
University At Right Angles_August, 2017 
 

ताश के पत्तों के करतब से 
त्रि-आधार [Ternary Base] 
र्सखािा 
 
 
सुहास साहा 
 
“कोई भ़ी पयािप्त रूप से उन्ित तकि़ीक ककस़ी जाद ूसे अलग िहीं है।” 
— Profiles of the Future : An Inquiry Into the Limits of the Possible में आर्थर 
सी. क्लार्थ  
 
बच्चे हों या बड़े, जाद ूमें सभी र्ा ध्यान खीींचने र्ी क्षमता होती है। फिर चाहे वह टोपी में से 
खरगोश ननर्ालने र्ा पारम्पररर् र्रतब हो या मन र्ो पढ़ने वाला ताश रे् पत्तों र्ा अधिर् 
पररष्रृ्त र्रतब। हमने अपने स्रू्ल रे् बच्चों में गणित रे् प्रनत र्ौतूहल जगाने रे् ललए ताश 
रे् पत्तों र्ा उपयोग र्रते हुए एर् प्रोजेक्ट शुरू फर्या। हमें सभी ग्रेड रे् बच्चों से लमली 
सर्ारात्मर् प्रनतफिया देखर्र बहुत सुखद आश्चयथ हुआ। 
 
इस लेख में हम बताएगँे फर् फर्स तरह हमन े ताश रे् 27–पत्तों रे् र्रतब से ग्रेड 9 रे् 
ववद्याधर्थयों र्ा त्रि-आिारी प्रिाली [Ternary Base] से पररचय र्रवाया।  
 
जाद ू 
ताश रे् पत्तों र्ी एर् गड्डी लें, उसमें से सभी जोर्र अलग र्र दें और फिर गड्डी र्ो िें टें। 
अब गड्डी में से र्ोई भी 27 पते्त चुन लें। इन्हें अपनी र्क्षा रे् ववद्याधर्थयों रे् सामने िैला 
दें। बच्चों में से फर्सी एर् र्ो वाललींटटयर रे् रूप में आगे आने र्ो र्हें। उस वाललींटटयर र्ो 
बताएँ फर् उसे, त्रबना फर्सी तरतीब रे्, र्ोई भी एर् पत्ता चुनना है, बाकी र्क्षा र्ो टदखाना है 
और उसे फिर से ताश र्ी गड्डी में रख देना है। (जब वाललींटटयर ऐसा र्र रहा हो तब आप 
अपनी आँख बन्द र्र लें या उस ओर पीठ र्र लें ताफर् यह सबर्ो साफ़ हो फर् आपने वह  

 

 मुख्य शब्द : ताश रे् 27–पत्तों र्ा र्रतब (27–card trick), त्रि-आिार (ternary base), 
जाद,ू उच्चतम िलन 
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चुना हुआ पत्ता नहीीं देखा है)। अब यह पत्ता गुप्त पत्ता र्हलाएगा। 
वाललींटटयर से ताश र्ी गड्डी र्ो अच्छी तरह िें टने र्ो र्हें ताफर् 
सभी देखने वाले सन्तुष्ट हो जाएँ फर् वह गुप्त पत्ता उस गड्डी में 
र्हीीं खो चुर्ा है। वाललींटटयर से ताश र्ी गड्डी लें ले और आप 
घोषिा र्रें फर् तीन चरिों में आप उस गुप्त पते्त र्ो सामने ले 
आएँगे। 
 
यहाँ हमारे उदाहरि में, मान लीजजए फर् वह गुप्त पत्ता हुरु्म र्ा 

नेहला (9) है। हम हुरु्म र्ा नहला [9 of spades] रे् ललए 9S, ईंट र्ा नहला [9 of 
diamonds] रे् ललए 9D, धचड़ी र्ा नहला [9 of clubs] रे् ललए 9C और पान र्ा नहला [9 
of hearts] रे् ललए 9H रे् अींर्न र्ा इस्तेमाल र्रेंगे। सभी र्ी नज़रों रे् सामने, चरि I में, 
पत्तों रे् सामने रे् भाग र्ो खोलर्र रखते हुए तीन ढेररयों में जमा दें, हर ढेरी में 9 पते्त हों।  
 
चिि-1 देखें । पहला पत्ता जो बाँटा जाएगा वह 9D होगा, दसूरा पत्ता 4D, तीसरा पत्ता 3S, 
चौर्ा पत्ता 10S और इस िम में अन्य पते्त होंगे, जजनमें 25वें, 26वें, 27वें स्र्ान पर िमशः 
4S, 7S और 5D पते्त होंगे। पहली ढेरी में पत्तों रे् सामने रे् भाग र्ो खोलर्र रखते हुए 
उनर्ा इस प्रर्ार ढेर जमाएँ फर् पत्ता #25 सबसे ऊपर पहला पत्ता हो और पत्ता #1 सबसे नीचे, 
ढेरी र्ा आण़िरी पत्ता हो। इसी प्रर्ार, बार्ी दोनों ढेररयों रे् पत्तों र्ो जमाएँ। उदाहरि रे् ललए, 
तीसरी ढेरी में पत्ता #27 सबसे ऊपरी और पत्ता #3 सबसे नीचे र्ा पत्ता होगा। वाललींटटयर अब 
उस ढेरी र्ी ओर इशारा र्रेगा जजसमें गुप्त पत्ता है। 
 
तीनों ढेररयों र्ो पलट दें ताफर् सभी पत्तों र्ा सामने र्ा टहस्सा अब नीचे र्ी ओर हो। ढेररयों 
र्ो उठार्र, अपनी हर्ेली पर एर् रे् ऊपर एर् रखें। ऐसा र्रते समय यह ध्यान रखें फर् 
जजस ढेरी में गुप्त पत्ता होना बताया गया है वह बार्ी दोनों ढेररयों रे् बीच में हो। यहाँ हमारे 
उदाहरि में, चँूफर् गुप्त पत्ता ढेरी 3 में है इसललए इस ढेरी र्ो ढेरी 1 एवीं ढेरी 2 रे् बीच में 
रखना चाटहए। आप चाहें तो अपनी हर्ेली पर सबसे पहले ढेरी 2 र्ो रखें, इसरे् बाद ढेरी 3 
और सबसे ऊपर ढेरी 1 रख दें। दसूरे शब्दों में, ढेरी 2 सबसे नीचे है, ढेरी 3 बीच में और ढेरी 
1 सबसे ऊपर है। 
 
चरि II और चरि III में हम 27 पत्तों रे् सामने रे् भाग र्ो खोलर्र 9 पत्तों वाले 3 ढेररयों 
में बाँटना दोहराएँगे, वाललींटटयर से फिर पूछेंगे फर् गुप्त पत्ता फर्स ढेरी में है और पत्तों र्ो 
इर्ट्ठा र्रते समय उस ढेरी र्ो बार्ी दोनों ढेररयों रे् बीच में रखेंगे। तीनों चरि पूरे हो जाने 
रे् बाद अब हम उस गुप्त पते्त र्ो ज़ाटहर र्रने रे् ललए तैयार हैं। 
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चिि-2, चरि II में पते्त बाँटे जाने रे् बाद उनर्ी जमावट र्ो टदखाता है। चँूफर् गुप्त पत्ता अब 
ढेरी 1 में है, तो ढेररयों र्ो इस प्रर्ार इर्ट्ठा र्ररे् हर्ेली पर जमाया जाएगा फर् ढेरी 2 और 
ढेरी 3 रे् बीच में ढेरी 1 रहे। मान लें फर् आपन ेढेररयों र्ो इस प्रर्ार से जमाया फर् ढेरी 2 
सबसे ऊपर है, ढेरी 1 बीच में और ढेरी 3 सबसे नीचे है। चिि-3 चरि III में पते्त बाँटे जान े
रे् बाद उनर्ी जमावट र्ो टदखाता है। गुप्त पत्ता अब ढेरी 3 में है। अतः, आपर्ो ढेररयों र्ो 
इस प्रर्ार इर्ट्ठा र्रना है फर् ढेरी 3 बीच में रहे। ध्यान दें फर् चरि III रे् अन्त में गुप्त 
पत्ता हमेशा ऊपर से (या नीचे से) 14वें स्र्ान पर रहेगा, जो फर् पत्तों रे् ढेर र्ा बीच वाला 
पत्ता है। यह चिि 3 से स्पष्ट है। 
 

 

चिि-4 

 
एर् हार् में पत्तों र्ा ढेर लेर्र, जजसमें सभी पत्तों रे् सामने वाला भाग नीचे र्ी ओर हो, पते्त 
बाटँटए (बाँटते समय आप पत्तों रे् सामने वाले भाग र्ो खोलर्र, या उसे नीचे र्ी ओर रखत े
हुए रै्से भी बाँट सर्ते हैं)। पत्तों र्ो मेज़ पर बेतरतीब रखते जाएँ लेफर्न 14वें पते्त र्ा बराबर 
ध्यान रखें। सभी पते्त बाँट लेने रे् बाद ऐसा जताए ँमानो गुप्त पत्ता आपरे् ध्यान से उतर गया 
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है। जब दशथर् आपर्ो हारा हुआ मानने र्ो हों तभी 14वें पते्त र्ी ओर इशारा र्रें और घोषिा 
र्रें फर् यही वह गुप्त पत्ता है। दशथर्ों र्ी तारीफ़ र्ो ववनम्रता रे् सार् स्वीर्ार र्रें और उसर्ा 
आनन्द लें! 
 
यह करतब क्यों काम करता है? 
वाललींटटयर ने जब गुप्त पते्त र्ो ताश र्ी गड्डी में डाल टदया और उसे खूब अच्छी तरह स े
िें ट ललया तो उसरे् बाद गड्डी में गुप्त पते्त र्ी जस्र्नत र्ो (ऊपर से धगनते हुए) हम n स े
टदखाएगँे। यानी, 1 n 27 । उदाहरि रे् ललए, यटद n = 15 है, तो इसर्ा अर्थ हुआ फर् 
गुप्त पते्त रे् ऊपर 14 पते्त और नीचे 12 पते्त हैं। आइए, चरि I रे् बाद गुप्त पते्त र्ी नई 
जस्र्नत र्ी गिना र्रें, यानी पते्त बाँटने और उन्हें फिर से इर्ट्ठा र्ररे् जजस ढेरी में गुप्त 
पत्ता है उसे बार्ी दो ढेररयों रे् बीच रखने रे् बाद। 
 
जब पते्त तीन ढेररयों में बाँट टदए जाते हैं, तो गड्डी र्ा पहला, दसूरा और तीसरा पत्ता, िमशः 
1, 2 और 3 ढेररयों रे् पहले पते्त बन जात ेहैं। इसी प्रर्ार, गड्डी र्ा चौर्ा, पाँचवा ँऔर छठा 
पत्ता िमशः 1, 2 और 3 ढेररयों र्ा दसूरा पत्ता बन जाते हैं, और इस प्रर्ार यह िम जारी 
रहता है। आप स्वयीं यह जाँच सर्ते हैं फर् गड्डी में 16वाँ, 17वाँ और 18वाँ पत्ता िमशः 1, 
2 और 3 ढेरी र्ा छठा पत्ता बन जाते हैं। 
 
इससे हम एर् गणितीय िलन बनाते हैं, जो 27 पत्तों र्ो प्रनत ढेरी 9 पत्तों वाली तीन ढेररयों 
में बाँटने रे् बाद चुने हुए पते्त र्ी जस्र्नत र्ो बताता है। 
 
• n यटद 3 र्ा गुिर् है, (जैस ेn = 3m है), तो n तीसरी ढेरी में जाएगा और स्र्ान m 

लेगा, यानी f (n) = m । उदाहरि रे् ललए, यटद गुप्त पते्त र्ी शुरुआती जस्र्नत n = 12 है, 
तो गुप्त पत्ता तीसरी ढेरी में स्र्ान 4 लेगा।  

 
• अब, ऐसी पररजस्र्नत र्ी र्ल्पना र्रें जहाँ n 3 र्ा गुिर् नहीीं है। माना फर् n = 20। 

ध्यान दें फर् 20 र्ी सींख्या 18 और 21 रे् बीच में आती है (ये दोनों सींख्याएँ 20 रे् दोनों 
ओर 3 र्ी िमागत गुिर् हैं)। अब, जबफर् 6-6 पत्तों र्ी तीन ढेररयों में 18 पते्त बाँटे जा 
चुरे् हैं, तो पत्ता #19 ढेरी 1 र्ा 7वाँ पत्ता, पत्ता #20 ढेरी 2 र्ा 7वाँ पत्ता और पत्ता #21 
ढेरी 3 र्ा 7वाँ पत्ता बन जाते हैं। 

 
ध्यान दें फर्  

19

3
= 6 +

1

3
,              

20

3
= 6 +

2

3
,                

21

3
= 7. 
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तो हम f र्ो ऐसा चाहते हैं फर् f (19) = 7, f (20) = 7 और f (21) = 7 हो। इन अवलोर्नों 
से यह देखना मुजश्र्ल नहीीं है फर्  
 

𝑓(𝑛) = ⌈
𝑛

3
⌉. (1) 

 
जहाँ x  उच्चतम िलन है, जजसे इस प्रर्ार पररभावषत फर्या जाता है : x  सबस ेछोटा 
पूिाांर् है जो x से बड़ा या उसरे् बराबर है। 
(उदाहरि : 1.7 = 2,   = 4, 8 = 8)  
 
यहाँ आगे चचाथ में हम उच्चतम िलन रे् ननम्नललणखत महत्त्वपूिथ गुि र्ा बार-बार इस्तेमाल 
र्रेंगे (इसर्ा प्रमाि आप स्वयीं ढँूढने र्ी र्ोलशश र्रें) : 
 
प्रमेय : फर्न्हीीं दो िनात्मर् वास्तववर् सींख्याओीं m एवीं n रे् ललए,  

⌈
⌈𝑚⌉

𝑛
⌉ = ⌈

𝑚

𝑛
⌉  

 
िरण I के बाद िुिे हुए पते्त की स्स्िनत : उपयुथक्त वववेचन से हम यह नतीजा ननर्ालते हैं 
फर् यटद चुना हुआ पत्ता शुरुआत में n0 स्र्ान पर है, तो चरि I रे् बाद (यानी जब 9 पत्तों 
र्ी एर् ढेरी उस ढेरी रे् ऊपर रख दी गई हो जजसमें गुप्त पत्ता है) वह जस्र्नत n1 पर होगा, 
जहा ँ
 

𝑛1 = 9 + ⌈
𝑛0

3
⌉ . (2) 

 
हम इसे सींफिया M र्हते हैं, जजसमें M से तात्पयथ है फर् वह ढेरी जजसमें गुप्त पत्ता है उस े
‘मध्य’ में रखा गया है। उदाहरि रे् ललए, यटद शुरुआत में गुप्त पत्ता स्र्ान n0 = 23 पर र्ा, 
तो चरि I रे् बाद वह पत्ता स्र्ान n1 पर होगा, जहाँ 
  

𝑛1 = 𝑀(23) = 9 + ⌈
23

3
⌉ = 17. 

 
चरि II रे् अन्त में वह पत्ता ऊपर से स्र्ान n2 पर होगा, जहा ँ
 

𝑛2 = 𝑀(𝑀(𝑛0)) = 9 + ⌈
𝑛1

3
⌉ 

= 9 + ⌈
17

3
⌉ = 9 + 6 = 15. 

 
तो, 23वाँ पत्ता 15वें स्र्ान पर जा पहँुचेगा। चरि III रे् बाद पते्त र्ी जस्र्नत n3 होगी, जहा ँ
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𝑛3 = 𝑀 (𝑀(𝑀(𝑛0))) = 9 + ⌈

𝑛2

3
⌉ 

= 9 + ⌈
15

3
⌉ = 14. 

 
र्रतब र्ा र्माल हो, इसरे् ललए ज़रूरी है फर् 1 n 0 27 गुििमथ वाले फर्सी भी n0 रे् ललए 
ननम्नललणखत लागू होता हो, 
 

𝑀 (𝑀(𝑀(𝑛0))) = 14. (3) 
 
इसे दशाथने रे् ललए, ध्यान दें फर्  
 𝑛3 = 9 + ⌈

𝑛2

3
⌉, 

 𝑛2 = 9 + ⌈
𝑛1

3
⌉ = ⌈

27 + 𝑛1

3
⌉ , 

∴ 
𝑛3 = 9 + ⌈

1

3
⌈27 +

𝑛1

3
⌉⌉ 

 = 9 + ⌈
27 + 𝑛1

9
⌉ = 12 + ⌈

𝑛1

9
⌉ . 

अगला,  
 𝑛1 = 9 + ⌈

𝑛0

3
⌉ = ⌈

27 + 𝑛0

3
⌉ , 

∴ 
⌈
𝑛1

9
⌉ = ⌈

1

9
⌈
27 + 𝑛0

3
⌉⌉ = ⌈

27 + 𝑛0

27
⌉ 

 = 1 + ⌈
𝑛0

27
⌉ = 1 + 1 = 2, 

चँूफर् ⌈
𝑛0

27
⌉ = 1 (क्योंफर् 1 n 0 27)। यह, इस नतीजे र्ी ओर ले जाता है : 

𝑛3 = 𝑀 (𝑀(𝑀(𝑛0))) = 13 + ⌈
𝑛0

27
⌉ = 14. (4) 

 
यह ध्यान दें फर् ताश रे् 27 पत्तों र्ी गड्डी में 14 मध्य जस्र्नत है। यह र्रतब तब भी अपना 
र्माल टदखाता, जब हमने 21 पते्त ललए होते और उन्हें 7 पत्तों वाली तीन ढेररयों में बाँटा होता, 
और ऊपर बताए अनुसार चरि I, II, III दोहराए होते। तीन चरिों रे् बाद चुना हुआ पत्ता 11वें 
स्र्ान पर होता, जो फर् 21 पत्तों र्ी गड्डी में बीच र्ी जस्र्नत होती; देखें [1]। 
 
करतब का सामान्य़ीकरण  
अब हम ऊपर बताए र्रतब र्ो इस तरह बदलेंगे जो त्रि-आिार रे् ववर्ास र्ी ओर ले जाएगा। 
(त्रि-आिार से क्या अर्थ है, इसरे् ललए बॉक्स देखें।) प्रश्न यह है : चुने हुए पते्त र्ो 14वें स्र्ान 
पर लाने र्ी बजाय क्या हम इन चरिों र्ो रु्छ इस तरह से र्र सर्ते हैं फर् चुने हुए पते्त 
र्ो फर्सी अन्य स्र्ान पर ला सर्ें ? एर् उदाहरि आज़माते हैं। 
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पहले र्ी तरह, ताश रे् 27 पत्तों र्ो, उनरे् सामने वाले भाग र्ो नीचे र्ी ओर रखते हुए िैला 
दें। देखने वालों में से फर्सी एर् र्ो वाललींटटयर रे् रूप में आगे आर्र र्ोई भी एर् पत्ता चुनने, 
बार्ी सबर्ो टदखाने और उसे फिर से ताश र्ी गड्डी में रखने र्ो र्हें। इस दौरान आप अपनी 
पीठ उस ओर र्र लें ताफर् यह सबर्ो साफ़ हो फर् आपने वह गुप्त पत्ता नहीीं देखा है। अब 
वाललींटटयर से 1 से 27 रे् बीच र्ोई एर् सींख्या n चुनने र्ो र्हें। जब n र्ो चुना जा रहा हो 
तब ताश र्ी गड्डी र्ो खूब िें टें ताफर् सभी देखने वाले सन्तुष्ट हो जाएँ। वपछले र्रतब में 
तीन चरिों में वह पत्ता गड्डी रे् बीच में ले आया गया र्ा, इस बार हमारा र्ाम गड्डी रे् 
पत्तों र्ो 9-9 पत्तों वाली 3 ढेररयों में बाँटर्र और उन्हें उसी िम में उठाते हुए उस पते्त र्ो n 
स्र्ान पर लाना है। स्वाभाववर् है फर् आप हर चरि में जजस िम में पत्तों र्ो इर्ट्ठा र्रेंग े
वह र्रतब र्ा अपना र्माल टदखाने में महत्त्वपूिथ होगा। 
 
हम इसे यहाँ तीन उदाहरिों से टदखाएँगे। 
 
उदाहरण 1 : माना फर् n = 23। इसर्ा मतलब हुआ फर् चरि III रे् बाद हम गुप्त पते्त र्ो 
23वें स्र्ान पर देखना चाहते हैं।  
 
याद र्रें फर् चरि III में पत्तों र्ो तीन ढेररयों में बाँटना, वाललींटटयर से उस ढेरी र्ी ओर इशारा 
र्रने र्ो र्हना जजसमें गुप्त पत्ता है और उसरे् बाद तीनों ढेररयों र्ो उठाना शालमल है। ध्यान 
दें फर् ढेररयों र्ो इर्ट्ठा र्रने रे् तीन तरीके हैं : 

T: गुप्त पते्त वाली ढेरी र्ो बार्ी दो ढेररयों रे् ऊपर [Top] रखें। 
M: गुप्त पते्त वाली ढेरी र्ो बार्ी दो ढेररयों रे् बीच में [Middle] रखें। 
B: गुप्त पते्त वाली ढेरी र्ो बार्ी दो ढेररयों रे् नीचे [Bottom] रखें। 

 
यटद गुप्त पते्त र्ो 23वें स्र्ान पर रखना है तो इसरे् ऊपर 22 पते्त होने चाटहए। चँूफर् हर ढेरी 
में 9 पते्त हैं, तो हम उन दो ढेररयों (18 पत्तों) र्ो इर्ट्ठा र्रेंगे जजनमें गुप्त पत्ता नहीीं है और 
उन्हें उस ढेररयों रे् ऊपर रख देंगे जजसमें गुप्त पत्ता है। यह हुई सींफिया (B)। ज़ाटहर है फर् 
गुप्त पत्ता 23वें स्र्ान पर हो, यह सुननजश्चत र्रने रे् ललए इतना ही र्ाफ़ी नहीीं है। उदाहरि 
रे् ललए, माना फर् गुप्त पत्ता ढेरी 1 में 7वें स्र्ान पर है। तब, यटद हम ढेरी 2 और ढेरी 3 
(रु्ल पते्त 18) र्ो ढेरी 1 रे् ऊपर रखें और पते्त बाँटें तो गुप्त पते्त र्ी जस्र्नत 18 + 7 = 25 
होगी। गुप्त पत्ता 23वें स्र्ान पर हो, इसरे् ललए हमें यह सुननजश्चत र्रना है फर् जब चरि 
III में पते्त बाँटे जाएँ तब गुप्त पत्ता अपनी ढेरी में 5वें स्र्ान पर हो। 
 
 
त्रि-आधार  
त्रि-आिार, ‘base 3’ ही है। आप में से अधिर्तर base 2 से पररधचत होंगे, जजसे द्ववआधार 
प्रणाली (binary system) भी र्हत ेहैं, जजसमें रे्वल 0 और 1 अींर्ों र्ा उपयोग होता है। 
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इस प्रिाली में हम िनात्मर् पूिाांर्ों र्ो 2 र्ी लभन्न घातों रे् योग रे् रूप में व्यक्त र्रत े
हैं। उदाहरि रे् ललए : 

6 = 22 + 21 = (110)base two, 
7 = 22 + 21 + 20 = (111)base two, 
11 = 23 + 21 + 20 = (1011)base two, 
19 = 243 + 21 + 20 = (10011)base two, 

इत्याटद। यह प्रिाली इसललए र्ाम र्रती है क्योंफर् प्रत्येर् िनात्मर् पूिाांर् र्ो अद्ववत़ीय 
तरीके से 2 र्ी लभन्न घातों रे् योग रे् रूप में व्यक्त फर्या जा सर्ता है; अद्ववतीय र्ा 
मतलब है फर् उस योग र्ो ललखने र्ा रे्वल एर् ही तरीका है। 2 र्ी प्रत्येर् घात उस योग 
में या तो मौजूद होगी या नहीीं होगी, और इसर्ी वजह से अींर् 1 या 0 ही होते हैं। 
 
इसी प्रर्ार, हम प्रत्येर् िनात्मर् पूिाांर् र्ो 3 र्ी घातों में व्यक्त र्र सर्ते हैं। हालाँफर्, 
यहाँ हम ‘3 र्ी ववलशष्ट घातों र्ा योग’ नहीीं र्ह सर्ते हैं; उदाहरि रे् ललए, हम 6 र्ो 3 
र्ी ववलशष्ट घातों रे् योग रे् रूप में नहीीं ललख सर्ते हैं। लेफर्न हम प्रत्येर् पूिाांर् र्ो 3 
र्ी घातों रे् योग रे् रूप में व्यक्त र्र सर्त ेहैं बशते फर् हम प्रत्येर् घात र्ो उपयोग में 
नहीीं लेने, या एर् बार उपयोग में लेने, या दो बार उपयोग में लेने र्ी छूट दें; इससे अधिर् 
ववर्ल्पों र्ी ज़रूरत नहीीं है। उदाहरि रे् ललए : 

4 = 31 + 30 = (11)base three, 
5 = 31 + 2 · 30 = (12)base three, 
6 = 2 · 31 = (20)base three, 
7 = 2 · 31 + 30 = (21)base three, 
8 = 2 · 31 + 2 · 30 = (22)base three, 

इत्याटद। ऊपर टदया गया प्रत्येर् व्यींजर् अद्ववतीय है। 
 
तो हम यह रै्से र्रें? चरि III र्ी शुरुआत में जब हम 27 पते्त बाँटेंगे, तब गड्डी र्ा 13वाँ, 
14वाँ और 15वाँ पत्ता िमशः ढेरी 1, 2 और 3 में 5वाँ स्र्ान लेगा। अतः, चरि II रे् अन्त 
में, जब हमने तीनों ढेररयों र्ो इर्ट्ठा र्र ललया होगा, तब गुप्त र्ाडथ र्ो गड्डी में 13वें या 
14वें या 15वें स्र्ान पर होना चाटहए। इसरे् ललए ज़रूरी है फर् हम चरि II में सींफिया (M) 
र्ो अपनाए ँ: 9 पत्तों वाली उस ढेरी र्ो लें जजसमें गुप्त पत्ता है, उसरे् ऊपर एर् ढेरी और 
नीचे एर् ढेरी रखें। क्या यह सुननजश्चत र्रन ेरे् ललए फर् चरि II रे् अन्त में गुप्त पत्ता 13वें 
या 14वें या 15वें स्र्ान पर हो, इतना ही र्ाफ़ी है? इसर्ा जवाब है, हाँ, लेफर्न ऐसा तब ही 
मुमफर्न है जबफर् चरि II र्ी शुरुआत में जब पते्त बाँटे जाएँ तब गुप्त पत्ता अपनी ढेरी में 
स्र्ान 4, 5, या 6 पर हो। 
 
ध्यान दें फर् जब 27 पत्तों र्ी गड्डी र्ो बाँटा जाता है तब हमेशा 10 से 18 स्र्ानों वाले पते्त 
अपनी-अपनी ढेररयों में स्र्ान 4, 5 या 6 पर जस्र्त होंगे। उदाहरि रे् ललए, दसूरी ढेरी में 
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स्र्ान 4 पर 11वाँ पत्ता होगा, तीसरी ढेरी में स्र्ान 5 पर 15वाँ पत्ता होगा, और पहली ढेरी में 
स्र्ान 6 पर 16वाँ पत्ता होगा। अतः, चरि II र्ी शुरुआत में गुप्त पते्त र्ो अपनी ढेरी में 
स्र्ान 4, 5 या 6 पर रखने र्ी समस्या अब चरि I रे् अन्त में गुप्त पते्त र्ो गड्डी में 10 
से 18 स्र्ानों रे् बीच फर्सी भी जस्र्नत में रखने तर् सीलमत हो गई है। चरि I रे् बाद पत्तों 
र्ो इर्ट्ठा र्रने र्ा (T), (M), (B) में से र्ौन–सा तरीका यह सुननजश्चत र्रेगा? जवाब है 
तरीका (M), ताफर् गुप्त पते्त वाली ढेरी रे् ऊपर 9 पते्त हों, और इस तरह गुप्त पत्ता गड्डी में 
10 से 18 स्र्ानों रे् बीच फर्सी एर् जस्र्नत में होगा। 
 
सींक्षेप में र्हें तो, हम गुप्त पते्त र्ो 23वें स्र्ान पर लाने रे् ललए चरि III, II और I में िमशः 
तरीके (B), (M), (M) र्ाम में लेंगे। आइए, इन तरीकों र्ो रु्छ सींख्याएँ दें, माना फर् (T) = 
0, (M) = 1, (B) = 2। इन सींख्याओीं रे् पीछे र्ा ववचार यह है फर् सींफिया (T), (M), (B) 
से हम गुप्त पते्त वाली ढेरी रे् ऊपर िमशः 0, 1 या 2 ढेररयाँ रख रहे हैं। ध्यान दें फर्  
23 — 1 = 22 = 2 x 32 + 1 x 31 + 1 x 30, जो बताता है फर् गुप्त पते्त रे् ऊपर पत्तों 
र्ी सींख्या, जो हमारे उदाहरि में 22 है, र्ो (M), (M), (B) रे् अनुिम में सींफियाओीं र्ा 
उपयोग र्ररे् बनाया जा सर्ता है। यह और रु्छ नहीीं बजल्र्, छद्म भेष में, 22 र्ा त्रि-
आिारी ननरूपि है।  
 
उदाहरण 2 : माना फर् n = 21। हम गुप्त पते्त र्ो स्र्ान 21वें में जस्र्त र्रने वाली सींफियाओीं 
र्ो पाना चाहते हैं।  
 
चँूफर् 21 = 18 + 3, तो तीसरी सींफिया (B) होना चाटहए ताफर् गुप्त पते्त वाली ढेरी रे् ऊपर 
18 पते्त हों। इसरे् अलावा, चरि III रे् अन्त में गुप्त पते्त र्ो अपनी ढेरी में स्र्ान 3 पर 
होना चाटहए। इसर्ा मतलब है फर् चरि III र्ी शुरुआत में गुप्त पते्त र्ो गड्डी में 7वें, 8वें 
या 9वें स्र्ान पर होना चाटहए। इस तरह र्ी जमावट रे् ललए हम रै्से व्यवस्र्ा र्रें? यह 
रे्वल तब ही सम्भव है जब हम चरि II में गुप्त पते्त वाली ढेरी रे् नीचे दो ढेररयों (18 पत्तों) 
र्ो रखते हुए पते्त इर्ट्ठा र्रें। अर्ाथत, हम चरि II में सींफिया (T) र्ो लागू र्रें। इसरे् 
अनतररक्त, जब हम चरि II में पते्त बाँटें तो गुप्त पत्ता अपनी ढेरी में 7वाँ, 8वाँ या 9वाँ पत्ता 
होना चाटहए। ध्यान दें फर् जब 27 पत्तों र्ी गड्डी र्ो बाँटा जाता है तो 19वें से 27वें पते्त 
अपनी-अपनी ढेररयों में 7वाँ, 8वाँ या 9वाँ स्र्ान लेते हैं।  
 
उदाहरि रे् ललए, पहली ढेरी में स्र्ान 7 पर 19वाँ पत्ता होगा, दसूरी ढेरी में स्र्ान 8 पर 23वाँ 
पत्ता होगा और तीसरी ढेरी में स्र्ान 9 पर 27वा ँपत्ता होगा। अतः, चरि II में जब पते्त बाटेँ 
जाएँ तब गुप्त पते्त र्ो अपनी ढेरी में स्र्ान 7, 8 या 9 पर रखने र्ी समस्या अब चरि I रे् 
अन्त में गुप्त पते्त र्ो गड्डी में 19 से 27 स्र्ानों रे् बीच फर्सी भी जस्र्नत में रखने तर् 
सीलमत हो गई है। अतः, चरि I में हमें सींफिया (B) र्ो लागू र्रते हुए पत्तों र्ो इर्ट्ठा र्रना 
चाटहए, यानी गुप्त पते्त वाली ढेरी रे् ऊपर पत्तों र्ी दो ढेररयाँ रखें।  
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सींक्षेप में र्हें तो, हम गपु्त पते्त र्ो स्र्ान 21 पर लाने रे् ललए चरि III, II, I में िमशः 
सींफिया (B), (T), (B) र्ो र्ाम में लेंगे। चँूफर्  
(T) = 0, (M) = 1, (B) = 2 और 
21 − 1 = 20 = 2 × 32 + 0 × 31 + 2 × 30, जो बताता है फर् गुप्त पते्त रे् ऊपर पत्तों 
र्ी सींख्या, जो हमारे उदाहरि में 20 है, र्ो (B), (T), (B) रे् अनुिम में सींफियाओीं र्ा 
उपयोग र्ररे् बनाया जा सर्ता है। फिर से, यह 22 र्ा त्रि-आिारी ननरूपि है।  
 
उदाहरण 3 : माना फर् n = 16। हम गुप्त पते्त र्ो स्र्ान 16 में जस्र्त र्रने वाली सींफियाओीं 
र्ो पाना चाहते हैं।  
 
चँूफर् 16 = 9 + 7, तो तीसरी सींफिया (M) होना चाटहए ताफर् गुप्त पते्त वाली ढेरी रे् ऊपर 
9 पते्त हों। इसरे् अलावा, चरि III रे् अन्त में गपु्त पते्त र्ो अपनी ढेरी में स्र्ान 7 पर होना 
चाटहए। अतः, जब हम चरि II रे् अन्त में पते्त इर्ट्ठा र्रें तो हमें गुप्त पते्त वाली ढेरी रे् 
ऊपर दो ढेररयाँ रखनी होंगी, जो फर् सींफिया (B) है। इसरे् अनतररक्त, हमें यह सुननजश्चत 
र्रना है फर् जब हम चरि II में पते्त बाँटें तो गुप्त पत्ता अपनी ढेरी में स्र्ान 1 या 2 या 3 
पर हो। ऊपर टदए गए उदाहरि र्ी तरह, ध्यान दें फर् जब 27 पत्तों र्ी गड्डी र्ो बाँटा जाता 
है तो िमाींर् 1 से 9 रे् पते्त अपनी-अपनी ढेररयों में स्र्ान 1, 2 या 3 पर होते हैं। अतः, 
चरि I में हमें सींफिया (T) र्ो लागू र्रते हुए पत्तों र्ो इर्ट्ठा र्रना चाटहए।  
 
इस प्रर्ार, हम गुप्त पते्त र्ो स्र्ान 16 पर लाने रे् ललए चरि III, II, I में िमशः सींफिया 
(M), (B), (T) र्ो र्ाम में ले रहे हैं। चँूफर्  
(T) = 0, (M) = 1, (B) = 2 और 
16 − 1 = 15 = 1 × 32 + 2 × 31 + 0 × 30,     (5) 
 
हम पाते हैं फर् गुप्त पते्त रे् ऊपर पत्तों र्ी सींख्या, जो हमारे उदाहरि में 15 है, र्ो (T), (B), 
(M) रे् अनुिम में सींफियाओीं र्ा उपयोग र्ररे् बनाया जा सर्ता है। यह 22 र्ा त्रि-आिारी 
ननरूपि है। 
 
गणणत़ीय ववश्लेषण 
यह जानने रे् ललए फर् पते्त र्ो मनचाही जस्र्नत में रै्से लाएँ, आइए, वपछले र्रतब रे् चरि 
I र्ो फिर से देखें। मान लीजजए फर् ताश र्ी गड्डी में गुप्त पते्त र्ो फिर से रख देने और 
गड्डी र्ो खूब अच्छी तरह से िें टने रे् बाद वह पत्ता ऊपर से n0 स्र्ान पर है। इसर्ा मतलब 
हुआ फर् उसरे् ऊपर n0 — 1 पते्त हैं। जैसा पहले बताया गया है, उसरे् अनुसार आप 27 पत्तों 
र्ो 9 पत्तों वाली 3 ढेररयों में बाँटते हैं, और पत्ता चुनने वाले ववद्यार्ी र्ो उस ढेरी र्ी ओर 
इशारा र्रने र्ो र्हते हैं जजसमें वह गुप्त पत्ता है। इस समय गुप्त पत्ता गड्डी में ⌈

𝑛0

3
⌉ स्र्ान 
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पर है। याद र्रें फर् अब आप तीन तरीकों से ताश रे् पत्तों र्ी इस गड्डी र्ो इर्ट्ठा र्र 
सर्ते हैं : 
 

T: गुप्त पते्त वाली ढेरी र्ो बार्ी दो ढेररयों रे् ऊपर [Top] रखें। 
M: गुप्त पते्त वाली ढेरी र्ो बार्ी दो ढेररयों रे् बीच में [Middle] रखें। 
B: गुप्त पते्त वाली ढेरी र्ो बार्ी दो ढेररयों रे् नीचे [Bottom] रखें। 

 
यटद सींफिया (T) है, तो गड्डी में गुप्त पते्त र्ी जस्र्नत त्रबना बदले ⌈

𝑛0

3
⌉ ही बनी रहेगी। यटद 

सींफिया (M) है, तो पते्त र्ी नई जस्र्नत 9 + ⌈
𝑛0

3
⌉ होगी, क्योंफर् गुप्त पते्त वाली ढेरी रे् ऊपर 

9 पते्त रखे जाएँगे। यटद सींफिया (B) है, तो गुप्त पत्ता 18 + ⌈
𝑛0

3
⌉ पर जस्र्त होगा, क्योंफर् गुप्त 

पते्त वाली ढेरी रे् ऊपर 18 पते्त रखे गए हैं।  
 
आइए, इस सींफिया र्ो Fa से टदखाएँ जजसमें  

𝐹𝑎(𝑛0) = 9𝑎 + ⌈
𝑛0

3
⌉, (6) 

  
जहाँ a = 0, 1 या 2। ध्यान दें फर् सींफिया (T) होने पर a = 0 होगा, सींफिया (M) होने पर 
a = 1 होगा और सींफिया (B) होने पर a = 2 होगा। अतः, र्रतब अपना र्माल तब ही 
टदखाएगा जब ऐसी तीन सींख्याएँ a, b, c ∈ {0, 1, 2} पाने में सिल हों, जो ऐसी हों फर् 1 
से 27 रे् बीच फर्सी भी सींख्या n0 रे् ललए, हमारे पास ननम्नललणखत समीर्रि हो  

𝐹𝑐 (𝐹𝑏(𝐹𝑎(𝑛0))) = 𝑛. (7) 
  
a, b, c रे् मूल्य यह तय र्रेंगे फर् तीनों चरिों में से प्रत्येर् में पते्त इर्ट्ठा र्रते वक्त हम 
सींफिया (T), (M) या (B) में से फर्सर्ो लागू र्रेंगे। 
 
आइये, अब देखें फर् यह 𝐹𝑐 (𝐹𝑏(𝐹𝑎(𝑛0))) = 𝑛 है क्या। हमारे पास है : 
 𝐹𝑎(𝑛0) = 9𝑎 + ⌈

𝑛0

3
⌉, 

 ∴  𝐹𝑏(𝐹𝑎(𝑛0)) = 9𝑏 + ⌈
1

3
(9𝑎 + ⌈

𝑛0

3
⌉)⌉. 

 
अब,   
 1

3
+ (9𝑎 + ⌈

𝑛0

3
⌉) = ⌈

1

3
⌈9𝑎 +

𝑛0

3
⌉⌉ 

 = 3𝑎 + ⌈
𝑛0

32
⌉ , 

 
इसर्ा मतलब है फर्  
 𝐹𝑏(𝐹𝑎(𝑛0)) = 9𝑏 + 3𝑎 + ⌈

𝑛0

32
⌉ . (8) 
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उसी तर्थ  रे् अनुसार, यह इस प्रर्ार होगा  
 𝐹𝑐(𝐹𝑏(𝐹𝑎(𝑛0))) = 9𝑐 + 3𝑏 + 𝑎 + ⌈

𝑛0

33
⌉ 

 = 9𝑐 + 3𝑏 + 𝑎 + 1, (9) 
 

चँूफर् 0 <
𝑛0

27
≤ 1 और इसललए ⌈

𝑛0

33⌉ = 1. 
 
ताश रे् र्रतब पर लौटें तो, ऊपर टदया गया ववश्लेषि टदखाता है फर् यटद 27 पत्तों वाली 
गड्डी में हम गुप्त पते्त र्ो स्र्ान n पर रखना चाहते हैं तो हमें ऐसी सींख्याएँ a, b, c ∈ {0, 
1, 2} प्राप्त र्रनी होंगी, जो ऐसी हों फर् n = 9c + 3b + a + 1 हो। इसे सींक्षेप में यूँ ललख 
सर्ते हैं  

𝑛 = 𝑐𝑏𝑎base three + 1, (10) 
 

जहाँ सबजस्िप्ट ‘base three’ से यह मतलब है फर् हम सींख्या n र्ो तीन रे् आिार में 
व्यक्त र्र रहे हैं। उदाहरि रे् ललए, यटद चुनी हुई सींख्या n = 17 है, तो हमें ऐसे a, b, c 
तलाशने होंगे जजनसे 9c + 3b + a = 17 हो। यटद हम 16 र्ो 9 से भाग देते हैं, तो हमें 
भागिल रे् रूप में 1 और शेषिल रे् रूप में 7 लमलता है। अतः, c = 1। यटद हम 7 र्ो 3 
से भाग देते हैं, तो हमें भागिल रे् रूप में 2 और शेषिल रे् रूप में 1 लमलता है। अतः, b 
= 2 और a = 1। इसललए 16 = 121base three, और पते्त बाँटने रे् बाद हर बार उन्हें सींफिया 
(M), (B), (M) रे् िम में इर्ट्ठा र्रना होगा। यह गुप्त पते्त र्ो 17वें स्र्ान पर पहँुचा देगा। 
एर् अन्य उदाहरि लें, जजसमें हम चाहते हैं फर् गुप्त पत्ता 25वें स्र्ान पर हो। हमें त्रि-आिार 
में 24 र्ो इस प्रर्ार बताना होगा 24 = 2 x 9 + 2 x 3 + 0 x 1 जजससे फर् a = 0, b 
= 2, c = 2 हो। अतः, पते्त बाँटने रे् बाद उन्हें इर्ट्ठा र्रने र्ा िम (T), (B), (B) होगा। 
 
निष्कषि 
27-पत्तों र्ा र्रतब ववद्याधर्थयों र्ो त्रि-आिार र्ा पररचय र्राने र्ा एर् टदलचस्प तरीका है। 
ववद्याधर्थयों में यह र्ौतूहल जागा फर् आण़िर यह र्रतब र्ाम रै्से र्रता है। उन्हें यही र्रतब 
र्ई बार तब तर् टदखाया गया जब तर् फर् उन्हें इसमें एर् पैटनथ उभरता नहीीं टदखा। जाद ू
रे् इस खले से हम ववद्याधर्थयों में त्रि-आिार र्ो सीखने र्ी रुधच जगाने में सिल रहे। 
 
सन्दभि : 
1. https://www.youtube.com/watch?v=gcgvFTfOpD8 
2. Martin Gardner (1956), Mathematics, Magic and Mystery, Dover Publications. 
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