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गााँठ र्सद्धान्त  
कोई छोर न छूटे ढीला 
रम्या रामार्लगंम  
 
मुख्य शब्द : Topology; संस्थिति–विज्ञान; Knot; गााँठ; String; डोरी; Projection; प्रक्षेपण; 
प्रक्षेप; Tri-colourable; त्रि-रंगीयिा; Reidemeister; राइडेमाइथटर; Unknot; अग्रस्थिि गााँठ; 
Trefoil; तिनपतिया; Twist; भााँज; Poke; अथिःक्षेप; Slide; सरकन. 
 
गााँठ ससद्धाथि, संस्थिति–विज्ञान [Topology] का एक महत्त्िपूणण उप-क्षेि है जो विसभथन प्रकार 
की गााँठों के गुणधमों का अध्ययन करिा है। यह विषय गणणि की नई शाखा है और अभी 
विकससि हो रही है। दिलचथप बाि यह है कक इस विषय की जड़ें गणणि से नहीं बस्कक भौतिकी 
से तनकलिी हैं। एक समय म़ें भौतिकवििों का मानना िा कक परमाणु और अणु गााँठिार धागों 
के विथयास िे। हालााँकक, परमाणु के बाि के मॉडलों ने इस धारणा को छोड दिया, ककथिु गणणि 
और विज्ञान की अथय शाखाओं म़ें गााँठ ससद्धाथि एक थििंि शाखा के रूप म़ें थिावपि हो 
गया। 

  
गणणि की अथय शाखाओं म़ें भी गााँठ ससद्धाथि के इथिेमाल हैं। ग्राफ़ ससद्धाथि म़ें इसका 
काफ़ी उपयोग ककया जािा है, स्जसके प्रभाि किर कम्प्यूटर विज्ञान म़ें नेटिकों के अध्ययन, 
डेटा को व्यिस्थिि करने और कम्प्यूटेशनल प्रिाह के अध्ययन म़ें होिे हैं। जीिविज्ञान म़ें भी 
गााँठ ससद्धाथि के उपयोग हैं — ऐसा पाया गया है कक कुछ जीिों म़ें, डीएनए अक्सर ख़ुि को 
गााँठों म़ें ऐठं लेिा है, स्जसके पररणामथिरूप उस जीि म़ें अलग ही िरह के कई गुणधमण बन 
जािे हैं और कभी-कभी समथयाएाँ भी हो जािी हैं। इसके अध्ययन म़ें गााँठों के गुणधमों का 
ज्ञान अतनिायण हो जािा है। 
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संस्थिनत–ववज्ञाि क्या है? 
यूस्क्लडडयन ज्यासमति म़ें हम़ें त्रिभुजों की सिाांगसमिा की धारणा समलिी है। इस विषय को िेखने 
का एक िरीक़ा यह है कक उन फलिों या प्रनतचित्रणों या रूपान्तरणों का अध्ययन ककया जाए 
स्जनके ज़ररए िल थियं अपने आप म़ें बिलिा है। शुरू करने के सलए, आइए हम केिल उन िलनों 
पर विचार कऱें स्जनका गुणधमण यह है कक प्रतिचचिण के पररणामथिरूप त्रबथिओुं के ककसी भी जोडे 
के बीच की िरूी अपररितिणि रहिी है। इस िरह के प्रतिचचिण को समदरूरक (Isometry — 
आइसोमेट्री : ‘आइसो’ = समान, ‘मीटर’ = िरूी) के रूप म़ें जाना जािा है। इस   
िरह के प्रतिचचिण के िहि, ककसी भी आकृति को उस आकृति से प्रतिचचत्रिि ककया जािा है जो 
थियं के सिाांगसम हो। यहााँ ‘सिाांगसम’ शब्ि का प्रयोग उसके सामाथय अिण म़ें हुआ है। लेककन 
हम पररभाषा को घुमाकर सिाांगसमिा को, इसके सामाथय अिण की बजाय, प्रतिचचिण के सथिभण 
म़ें पररभावषि कर सकिे हैं। अिाणि, यदि इस िरह के प्रतिचचिण का उपयोग करके आकृति A को 
आकृति B से प्रतिचचत्रिि ककया जा सकिा है, िो हम कहिे हैं कक B, A के सिाांगसम है और इन 
आकृतियों के सभी गुणधमों का अध्ययन जो इस प्रतिचचिण के पररणामथिरूप अपररितिणि रहि े
हैं, उसे हम यूस्क्लडियि ज्यार्मनत [Euclidean geometry] कहिे हैं। 
ध्याि दें कक प्रनतचित्रण का थव़ीकृत समूह [class] अत्यन्त महत्त्वपूणि है। यदद हम समूह को 
ववथतार देते हैं, तो उसके अिुसार सवाांगसमता की धारणा बदल जात़ी है। 
समिरूरक प्रतिचचिण का समूह बहुि ही सीसमि है; िो चसलए इसकी जगह कुछ बडे समूह का 
उपयोग करिे हैं। इसकी बजाय यदि हम उन िलनों पर विचार कऱें स्जनम़ें तनम्पनसलणखि गुणधमण 
हैं : ककथहीं िीन त्रबथिओुं A, B, C, स्जथह़ें क्रमशः A', B', C' त्रबथिओुं पर प्रतिचचत्रिि ककया गया 
हो, के सलए कोण ABC को कोण A'B'C' के बराबर होना चादहए; ऐसे म़ें हम़ें जो समलिा है उसे 
आम िौर पर समरूपता ज्यार्मनत [similarity geometry] कहिे हैं। 
 
संस्थिति–विज्ञान [Topology] म़ें जो िलन ककए जा सकिे हैं िे बहुि बड ेसमूह से सम्पबस्थधि हैं। 
इथह़ें होर्मयोमॉकफि ज़्मम्स कहिे हैं — दहथिी शब्ि िद्ित्ता है। िकनीकी पररभाषा िेने की बजाय, 
आसान शब्िों म़ें कह़ें िो होसमयोमॉकिण थम से आशय तनरथिर ववरूपणों [continuous 
deformations] है। अिः, हम खींचने, ससकोडने, मरोडने, किणन करने आदि की अनुमति िेिे हैं; 
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लेककन हम टूटने या िटने की अनुमति नहीं िेिे। यदि त्रिआयामी समस्टट [3-D space] म़ें 
एक िथिु A को तनरथिर विरूपणों का उपयोग करके िसूरी िथिु B म़ें पररितिणि ककया जा 
सकिा है और B को तनरथिर विरूपणों का उपयोग करके A म़ें पररितिणि ककया जा सकिा 
है, िो हम कहिे हैं कक A और B सांस्थितिकीय रूप से अववभेद्य [topologically 
indistinguishable] हैं।  

इस समूह के िलनों का उपयोग करके यह िेखना आसान है कक : 

• ककसी भी आकार का एक ितृ्त ककसी भी आकार और ककसी भी उत्केथरिा के िीघणितृ्त 
से सांस्थितिकीय रूप से अविभेद्य होिा है। 

• ककसी भी आकार का एक ितृ्त ककसी भी आकार और ककसी भी आकृति के आयि से 
सांस्थितिकीय रूप से अविभेद्य है। 

• ककसी भी लम्पबाई का एक रेखाखण्ड ककसी भी आकृति और ककसी भी लम्पबाई के िलीय 
चाप से सांस्थितिकीय रूप से अविभेद्य होिा है, बशिे कक चाप ककसी भी त्रबथि ुपर 
थियं का प्रतिच्छेि न करे। 

• एक डोनट एक कॉफ़ी कप से सांस्थितिकीय रूप से अविभेद्य है (यह मानिे हुए कक 
कप सामाथय प्रकार का है और उसका एक ही हैण्डल है!) और ये िोनों आकृतियााँ एक 
िश्िरी से सांस्थितिकीय रूप से सभथन हैं। 

 
ककस प्रकार की आकृतियााँ ककन अथय आकृतियों से सांस्थितिकीय रूप से अविभेद्य हैं, यह 
संस्थिनत–ववज्ञाि शब्ि को समझने का एक अनौपचाररक िरीक़ा है। 

 



 

4 |  अज़ीम प्रेमज़ी यूनिवर्सिटी एट राइट एंगल्स, जुलाई, 2016   

 

काबणतनक रसायन विज्ञान भी िपणण–प्रतित्रबम्पब अणुओं (जो आश्चयणजनक रूप से सभथन गुणधमों 
िाले हो सकिे हैं) के बीच भेि करने म़ें गााँठ ससद्धाथि का उपयोग कर सकिा है। 

गााँठ क्या है? 
हम इस विषय के बारे म़ें शुरुआि सबसे बुतनयािी प्रश्न से करिे हैं : गााँठ िाथिि म़ें क्या 
है? सरल शब्िों म़ें, गााँठ को एक तनस्श्चि िरीक़े से एक–िसूरे पर से पार की गई डोरी के 
टुकडे के रूप म़ें माना जा सकिा है, स्जसके ससरे एक साि बाँधे हों। पररभाषा के सलए ससरों 
को बााँधना विशेष रूप से महत्त्िपूणण है क्योंकक खुले छोरों िाली डोरी के ककसी भी पैटनण को 
तनरथिर विरूपण के ज़ररए ककसी अथय पैटनण म़ें बिला जा सकिा है। अिः, ससरों को बााँधे 
त्रबना विसभथन गााँठों के बीच अथिर करना असम्पभि हो जािा है जो उनके अध्ययन म़ें एक 
अतनिायण आिश्यकिा है। 

 
कुछ बुनियादी गााँठें   
1. अग्रस्न्ित गााँठ [The Unknot] : इसे िुच्छ गााँठ के नाम से भी जाना जािा है और यह 

सबसे सरल गााँठ है। यह बस एक छकला है; इसे समझने का सबसे सरल िरीक़ा है — एक 
डोरी को त्रबना बााँधे या ककसी भी त्रबथि ुपर इसे अपने ऊपर स ेपार ना करिे हुए उसके िो 
ससरों को जोड ि़ें। 

 
चित्र-1 

 
2. नतिपनतया गााँठ [The Trefoil] : अगली सरल गााँठ आश्चयणजनक रूप से सूक्ष्म जीिों और 

प्रकृति म़ें कई थिानों पर दिखाई िेिी है। इसकी सबसे सरल िथिीर म़ें 3 क्रॉससगं हैं। इस े
ओिरहैड गााँठ भी कहा जािा है और यह उस सबसे सरल गााँठ का ससरा-बथि रूप है स्जसका 
उपयोग ज़्यािािर लोग डोरी बााँधने के सलए करिे हैं। 

 
चित्र-2 
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3. 8 के जैस़ी गााँठ [Figure-8 Knot] : सबसे साधारण रूप म़ें िेखने पर इस गााँठ म़ें 4 
थिानों पर डोरी थियं को पार करिी है। इसे ऐसा इससलए कहा जािा है क्योंकक यह 
आमिौर पर अंक 8 जैसी दिखाई िेिी है। 

 
चित्र-3 

 
प्रयोग-1 : डोरी का एक लम्पबा टुकडा ल़ें; यह मज़बूि लेककन विरूपण के लायक होना चादहए। 
सबसे पहले, डोरी के िोनों ससरों को एक साि जोडकर अग्रस्थिि गााँठ बनाएाँ। इसके बाि, डोरी 
को उसके ऊपर से पार करके और अलग-अलग क्रॉससगं और कुण्डसलयााँ बना कर इसका विरूपण 
कऱें — लेककन डोरी न िो खोल़ें और न ही ककसी जगह से काट़ें। कई क्रॉससगं करने के बाि 
गााँठ को एक टेबल पर रख़ें। क्या बस इसे िेख कर आप बिा सकिे हैं कक यह एक अग्रस्थिि 
गााँठ है या यह अलग दिखिी है? 
 
प्रयोग-2 : अब, डोरी का एक और टुकडा ल़ें और चित्र-2 का उपयोग करके तिनपतिया गााँठ 
बनाएाँ। क्या ऐसा लगिा है कक यह अग्रस्थिि गााँठ हो सकिी है? गााँठ को इधर-उधर घुमाने 
और उसका विरूपण करने का प्रयास कऱें। क्या तिनपतिया गााँठ को ऐसा बनाना मुमकक़न है 
कक िह अग्रस्थिि गााँठ के सरल रूप की िरह दिखे? आप 8 के जैसी गााँठ भी बनाने की 
कोसशश कर सकिे हैं और िेख सकिे हैं कक क्या आप इसे तिनपतिया गााँठ या अग्रस्थिि गााँठ 
म़ें बिल सकिे हैं। 
 
तुल्य गााँठें   
िो गााँठों को समान या एक–िसूरे के िुकय माना जािा है, यदि आप उथह़ें खोले त्रबना एक को 
िसूरे म़ें ‘विरूवपि’ कर सकिे हैं। हालााँकक यह औपचाररक पररभाषा नहीं है, लेककन यह सहज 
ही समझ म़ें आिी है। यदि आप ककपना करिे हैं कक आप गााँठ को पकडे हुए हैं और इसे 
िसूरी गााँठ की िरह दिखने के सलए ककसी िरह ऐंठ या मोड सकिे हैं, िो थपटटिः िोनों 
समान होनी चादहए। लेककन अभी भी अचधक आचधकाररक (सख़्ि) पररभाषा की आिश्यकिा 
है, जो तनम्पनसलणखि प्रश्नों की ओर ले जािी है : 

1. हम कैसे ससद्ध कऱें कक िो गााँठ़ें  समान हैं? 
2. हम कैसे ससद्ध कऱें कक िो गााँठ़ें  सभथन हैं? 
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पहली नज़र म़ें िोनों समथयाएाँ एक जैसी लगिी हैं, लेककन िसूरे प्रश्न का उत्तर िेना अचधक 
कदठन है। हम कुछ बाि़ें रखने का प्रयास कऱेंगे, जो मििगार हो सकिी हैं। 
 
पररभाषाएाँ  
एक प्रक्षेपण ककसी त्रिआयामी गााँठ का द्विआयामी चचि होिा है। 
स्जस थिान पर प्रक्षेप के िो सूि समलिे हैं, उसे क्रॉससगं कहा जािा है। जो सूि क्रॉससगं म़ें 
ऊपर रहिा है उसे ओिर-क्रॉससगं कहा जािा है और जो सूि नीचे रहिा है उसे अण्डर-क्रॉससगं 
कहा जािा है। 
ककसी प्रक्षेप का सूि गााँठ के उस टुकडे को कहिे हैं जो क्रॉससगं के द्िारा िोनों ससरों पर कटिा 
है। मूलिः, गााँठ प्रक्षेप को चचत्रिि करिे समय, प्रत्येक सूि गााँठ के उस सबसे लम्पबे टुकडे को 
िशाणिा है स्जसे आप अपनी प़ेंससल को काग़ज़ से उठाए त्रबना उस त्रबथि ुपर खींच सकिे हैं। 

 
चित्र-4  

 
गााँठ के सभी अलग-अलग रंग के टुकडे सूिों का प्रतितनचधत्ि करिे हैं। 
 
एक शृंखला [link] कई गााँठों का संग्रह (या एक संघ) होिा है, जो सम्पभििः आपस म़ें जुडे या 
गााँदठि हैं। एक n-घटक शृंखला एक ऐसी शृंखला है स्जसम़ें n अलग-अलग गााँठ़ें  हैं। 
 
ककसी प्रक्षेपण की एक िलीय समथिातनकी [planar isotopy] द्विआयामी थिान म़ें गााँठ के 
एक दहथसे का हेर-िेर है (ससकोडकर, सीधा करके, बडा करके) जो प्रक्षेप की क्रॉससगं की संख्या 
को नही ंबिलिा है। 
 
प्रक्षेपण की एक पररिेश समथिातनकी [ambient isotopy] त्रिआयामी समस्टट म़ें गााँठ का एक 
हेर-िेर है जो क्रॉससगं को बिल सकिा है। इसम़ें एकमाि प्रतिबथध यह है कक गााँठ कहीं भी 
काटी नहीं जा सकिी है। 
 
नोट : एक गााँठ के बडी संख्या म़ें अलग-अलग प्रक्षेप हो सकिे हैं। 
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राइिमेाइथटर प्रमेय 
राइडेमाइथटर प्रमेय (जमणन गणणिज्ञ कटण राइडेमाइथटर [1893-1971] के नाम पर) के अनुसार 
िो प्रक्षेप एक ही गााँठ के िब और केिल िब होिे हैं जब िोनों म़ें से ककसी एक को िलीय 
समथिातनकों और/ या राइडेमाइथटर चालों [Reidemeister moves] की एक शृंखला [series] 
का उपयोग करके िसूरे म़ें पररितिणि ककया जा सकिा हो। अब हम समझािे हैं कक इसका क्या 
अिण है, लेककन हम यहााँ प्रमेय को ससद्ध करने की कोसशश नहीं कऱेंगे। 
 
हम़ें पहले ‘राइिेमाइथटर िाल’ [Reidemeister move] शब्ि की व्याख्या करने की आिश्यकिा 
है। यह पाया गया है कक िीन प्रकार की चाल़ें हैं जो उन िरीक़ों को शासमल करिी हैं स्जनसे 
आप एक गााँठ म़ें हेर-िेर कर सकिे हैं, बशिे आप इसे कहीं भी न काट़ें। ये िीन चाल़ें कहलािी 
हैं : 

i. ऐंठिा (Twist — आरएम 1) : यदि आपके पास गााँठ का एक सीधा टुकडा है और आप 
इसे एक बार ऐठं ि़ें िाकक एक एकल क्रॉससगं बनाई जा सके, िो आपन ेराइडमेाइथटर चाल-
1 का प्रिशणन ककया है; चित्र-5 िेख़ें। 

 
चित्र-5  

ii. अन्तःके्षप (Poke — आरएम 2) : राइडेमाइथटर चाल-2 करने के सलए, आपको गााँठ के 
एक दहथसे को गााँठ के िसूरे दहथसे के नीचे (या ऊपर) धकेलना होगा िाकक आपको एक-
िसूरे के बगल म़ें िो अण्डर-क्रॉससगं (या ओिर-क्रॉससगं) समल़ें; चित्र-6 िेख़ें। 

 
चित्र-6 

iii. सरकि (Slide — आरएम 3) : यदि गााँठ का एक दहथसा एक-िसूरे को पार करने िाले िो 
अथय टुकडों के नीचे (या ऊपर) से जािा है, िो उस दहथसे को िसूरी िरफ़ क्रॉससगं के नीचे 
(या ऊपर) सरकाया जा सकिा है — यह राइडेमाइथटर चाल-3 है; चित्र-7 िेख़ें। 
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चित्र-7 

 
यदि िो गााँठ आरेख एक ही गााँठ के प्रक्षेपण हैं, िो राइडेमाइथटर प्रमेय थपटट रूप से इस िथ्य 
को थिावपि करना आसान बनािा है। यदि हम एक प्रक्षेपण को िसूरे के समान बनाने के सलए 
राइडेमाइथटर चाल का उपयोग कर सकिे हैं, िो यह प्रमेय हम़ें बिािा है कक िे एक ही गााँठ 
हैं। 
 
लेककन अगर हम ऐसा नहीं कर पािे, िो हम यह नहीं मान सकिे हैं कक िो गााँठ-प्रक्षेपण सभथन 
हैं; शायि हमने राइडेमाइथटर चालों के ग़लि सेट का इथिेमाल ककया है! गााँठों के बीच िाथिि 
म़ें भेि करने के सलए, हम़ें एक निश्िर [invariant] की आिश्यकिा होिी है; कुछ ऐसा जो 
गााँठ के सलए नहीं बिलिा है, चाहे गााँठ के ककसी भी प्रक्षेपण का उपयोग ककया जाए। िब, 
यदि िो अलग-अलग प्रक्षेपणों के अलग-अलग तनश्चर हैं, िो हम दिखा सकिे हैं कक िो गााँठ़ें  
अलग हैं। इस उद्िेश्य के सलए गााँठ की त्रत्र-रंग़ीयता [tri-colourability] को पररभावषि ककया 
गया िा। 
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निश्िर क्या है? 
गणणि म़ें तनश्चरिा एक शस्क्िशाली साधन है। इसका उपयोग अक्सर िब ककया जािा है जब 
हम यह सात्रबि करने की कोसशश कर रहे होिे हैं कक कुछ ऐसा है जो सम्पभि नहीं है — जो 
कभी-कभी यह सात्रबि करने से कहीं अचधक कदठन हो सकिा है कक कुछ सम्पभि है। यहााँ 
महत्त्िपूणण क़िम कोई ऐसी मािा को ढूाँढ़ना है जो िब भी नहीं बिले जब हम उस विथयास म़ें 
विसभथन रूपाथिरणों का अनुप्रयोग कऱें। गणणि म़ें कई प्रससद्ध असम्पभििा पररणाम एक 
उपयुक्ि तनश्चर की पहचान और कुशल उपयोग के माध्यम से ससद्ध होिे हैं। उिाहरण के 
सलए, यह हो सकिा है कक एक तनस्श्चि सुपररभावषि मािा है स्जसकी पैररटी अनुमि रूपाथिरणों 
के पररणामथिरूप नहीं बिलिी है, लेककन यहााँ ऐसा है कक िो िी गई अिथिाओं से जुडी 
मािाओं की पैररटी सभथन हैं। ऐसे म़ें, यह थपटट हो जािा है कक रूपाथिरणों का कोई भी क्रम 
आपको एक अिथिा से िसूरी अिथिा म़ें नहीं ले जाएगा। इस शैली की एक प्रससद्ध समथया 
यूस्क्लडडयन ज्यासमिीय उपकरणों (यानी, परकार और अचचस्ननि सीधमापी) का उपयोग करके 
ककसी मनमाने कोण को िीन बराबर भागों म़ें विभास्जि करने की विचध खोजने की है। प्राचीन 
यूनानी भूसमिीज्ञ इस समथया से जूझिे रहे लेककन इससे पार नहीं पा सके। पूरी िो सहस्रास्ब्ियों 
के बाि, उथनीसिीं सिी के पूिाणद्णध म़ें, यह दिखाया गया कक ऐसी कोई प्रकक्रया हो ही नहीं 
सकिी है। यह एक असम्पभि पररणाम का एक उिाहरण है। हमारे सथिभण म़ें हम िसूरे प्रश्न 
म़ें मिि के सलए तनश्चर का उपयोग कर सकिे हैं — यानी, यह दिखाना कक िो गााँठ़ें  समान 
नहीं हैं। 
 
तनश्चरों का उपयोग केिल असम्पभि पररणामों को ससद्ध करने के सलए नहीं ककया जािा है। 
तनश्चर की धारणाओं का उपयोग करके त्रिभुजों और शंकु पररच्छेिों से सम्पबस्थधि कई सुथिर 
पररणाम ससद्ध ककए जा सकिे हैं। इसी िरह, प्रारस्म्पभक संख्या ससद्धाथि म़ें विभाज्यिा स े
सम्पबस्थधि कुछ पररणामों को ऐसी धारणाओं का उपयोग करके ससद्ध ककया गया है। 
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त्रत्र-रंग़ीयता  
एक गााँठ को त्रि-रंगीय के रूप म़ें िब पररभावषि ककया जािा है, जब केिल 2 या 3 रंगों का 
उपयोग करके प्रक्षेपण के सूिों को रंगा जा सकिा हो, िह भी इस िरह कक प्रत्येक क्रॉससगं 
पर या िो सभी सूि एक ही रंग के हों या सभी सूि अलग-अलग रंगों के हों। 
त्रि-रंगीयिा उपयोगी है क्योंकक यह ककसी भी गााँठ के सलए एक तनश्चर होिी है — यानी, यदि 
ककसी गााँठ का एक प्रक्षेपण त्रि-रंगीय है, िो उस गााँठ के सभी प्रक्षेपण त्रि-रंगीय होिे हैं। 
 
प्रमाण  
यह सात्रबि करन ेके सलए कक गााँठ के प्रक्षेपण के साि त्रि-रंगीयिा नहीं बिलिी है, हम़ें केिल 
यह दिखाने की ज़रूरि है कक कोई प्रक्षेपण त्रि-रंगीय होगा या नहीं, यह ककसी भी राइडेमाइथटर 
चाल से प्रभाविि नहीं होिा है। यह थििः थपटट होना चादहए क्योंकक ककसी गााँठ के ककसी भी 
प्रक्षेपण को उसी गााँठ के ककसी अथय प्रक्षेपण म़ें केिल राइडेमाइथटर चाल का उपयोग करके 
पररितिणि ककया जा सकिा है। 
 
आरएम–1  
जब हम ग़ैर-ऐंदठि सूि से एक ऐंठन (स्जसम़ें हम िो सूि िेख सकिे हैं) पर जािे हैं, िो आरेख 
से यह थपटट होिा है कक ऐंठे हुए प्रक्षेपण को इस िरह से रंगा जा सकिा है जो त्रि-रंगीयिा 
को बरक़रार रखिा है। जब हम विपरीि दिशा को िेखिे हैं (ऐंठन से त्रबना ग़ैर-ऐंठन), िो हम 
िेख सकिे हैं कक आरेख त्रि-रंगीय हो इसके सलए सूि-1 और सूि-2 को रंगने का केिल एक 
ही िरीक़ा है — िोनों सूिों का रंग एक जैसा होना चादहए। इस मामले म़ें भी, हम िेख सकिे 
हैं कक त्रि-रंगीयिा ऐंठनहीन म़ें संरक्षक्षि है। इस प्रकार, त्रि-रंगीयिा राइडेमाइथटर चाल-1 द्िारा 
संरक्षक्षि है। 

 
चित्र-8 

 
आरएम–2  
राइडेमाइथटर चाल-2 म़ें, िो सम्पभािनाएाँ हैं : िो सूि, स्जनम़ें से एक, िसूरे पर ‘अथिःक्षेप’ 
करिा है, एक ही रंग के हो सकिे हैं (चित्र-9) या िे िो अलग-अलग रंगों के हो सकिे हैं (चित्र-
10)। िोनों ही मामलों म़ें, हम िेख सकिे हैं कक त्रि-रंगीयिा को संरक्षक्षि ककया जा सकिा है। 
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चित्र-9 — स्थिनत-1 

 

 
चित्र-10 — स्थिनत-2 
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आरएम–3 
राइडेमाइथटर चाल-3 के सूिों को रंगने के 3 िरीक़े हैं, स्जनम़ें सभी क्रॉससगं त्रि-रंगीयिा की 
शिों को पूरा करिी हैं। इन 3 मामलों म़ें से प्रत्येक म़ें, चाल के बाि नई क्रॉससगं को किर से 
इस िरह रंगना सम्पभि है कक त्रि-रंगीयिा संरक्षक्षि रहे।  

 
चित्र-11 — स्थिनत-1 

 

 
चित्र-12 — स्थिनत-2 

 

 
चित्र-13 — स्थिनत-3 

 
जैसा कक हम चचिों म़ें िेखिे हैं, कोई भी राइडेमाइथटर चाल चलने के बाि त्रि-रंगीयिा हमेशा 
संरक्षक्षि रहिी है। अिाणि यदि ककसी गााँठ का एक प्रक्षेपण त्रि-रंगीय है, िो उस गााँठ के सभी 
प्रक्षेपण त्रि-रंगीय होंगे। अिः, ककसी िी गई गााँठ के सलए त्रि-रंगीयिा एक तनश्चर है; एक गााँठ 
या िो त्रि-रंगीय होगी या नहीं होगी। 
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नोट : उपरोक्ि को कहन ेका एक अथय िरीक़ा यह है कक यदि गााँठ का कोई एक प्रक्षेपण भी 
त्रि-रंगीय नहीं है, िो गााँठ का कोई प्रक्षेपण त्रि-रंगीय नहीं है। यह थििः थपटट होना चादहए 
क्योंकक राइडेमाइथटर चाल़ें त्रि-रंगीयिा को बनाए रखिी हैं। 
 
नतिपनतया से अग्रस्न्ित गााँठ को अलग करिा 

त्रि-रंगीयिा की समझ बनने िक हमारे पास यह सात्रबि करने का कोई 
तनस्श्चि िरीक़ा नहीं िा कक यक़ीनी िौर पर िो सबसे सरल गााँठ़ें  — 
अग्रस्थिि गााँठ और तिनपतिया — िाथिि म़ें अलग-अलग हैं। जब हम 
उथह़ें िेखिे हैं और एक को िसूरे म़ें बिलने की कोसशश करिे हैं, िो 
यह सहज रूप से थपटट लगिा है कक िे समान नहीं हैं, ककथिु यह एक 
ठोस प्रमाण नहीं है। लेककन अब हमारे पास एक औज़ार है — तनश्चर 
— स्जसका हम उपयोग कर सकिे हैं। अग्रस्थिि गााँठ के ऊपर दिए 

प्रक्षेपण म़ें, केिल एक सूि है — इससलए हम इसे िो या िीन रंगों का उपयोग करके रंग नहीं 
सकिे हैं, जो कक त्रि-रंगीयिा की एक आिश्यक शिण है। इससलए अग्रस्थिि गााँठ त्रि-रंगीय नही ं
है। ऊपर (िाईं ओर) तिनपतिया की िथिीर म़ें, हम िेख सकिे हैं कक यह त्रि-रंगीय है। इससलए, 
हमारे पास िो गााँठों के बीच अथिर है। चूाँकक तिनपतिया गााँठ त्रि-रंगीय है जबकक अग्रस्थिि 
गााँठ नहीं है, इससलए िोनों गााँठ़ें  सभथन हैं।  
 
 

 
                                                                         
चित्र-15 
क्या यह काफी है? 
थपटट है कक त्रि-रंगीयिा के अपने उपयोग हैं, क्योंकक यह हम़ें िो गााँठों के बीच तनस्श्चि रूप 
से अथिर करने िेिी है, कुछ ऐसा जो हम अब िक नहीं कर पाए िे। लेककन अगर हम िोडा 
और गहराई से िेख़ें, िो समझ म़ें आिा है कक इससे हम़ें ज़्यािा मिि नहीं समलिी है। त्रि-
रंगीयिा एक बूलीयन तनश्चर है — एक गााँठ म़ें या िो यह गुणधमण होिा है या नहीं होिा। 
िभुाणग्य स,े इसका मिलब है कक ऐसी बहुि सारी गााँठ़ें  हैं स्जथह़ें हम अभी अलग-अलग नहीं 
कर सकिे हैं; हमारे पास ससफ़ण  िो शे्रणणयााँ हैं — ऐसी गााँठ़ें  जो त्रि-रंगीय हैं और िे जो नहीं हैं। 
उन शे्रणणयों के भीिर, हमारे पास यह सात्रबि करने का कोई िरीक़ा नहीं है कक िो गााँठ़ें  सभथन 
हैं। यक़ीनन, तनश्चर की धारणा ने पहले हमारी मिि की है — शायि हम़ें बस एक अचधक 
बहुमुखी तनश्चर की आिश्यकिा है; सम्पभििः एक ऐसा िलन स्जसम़ें केिल हााँ या नहीं (जो 
कक त्रि-रंगीयिा प्रिान करिी है) की बजाय अचधक पररणाम समलिे हों — शायि एक ऐसा िलन 
जो प्रत्येक गााँठ के सलए अद्वििीय हो। 
 

चित्र-14 
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कुछ और निश्िर  
गााँठों म़ें अथिर करने के और अचधक िरीक़े सामने लाने के प्रयास म़ें गणणिज्ञों ने अचधक-से- 
अचधक तनश्चरों को पररभावषि ककया है, स्जनम़ें से कुछ का मैं नीचे िणणन कर रही हूाँ : 
• अग्रस्थिि गााँठ संख्या [unknotting number], क्रॉससगं की िह थयनूिम संख्या है स्जसकी 

अिला-बिली आपको एक गााँठ को एक अग्रस्थिि गााँठ म़ें पररितिणि करन ेके सलए करनी 
होगी। ककसी क्रॉससगं की अिला-बिली करने से हमारा मिलब है कक उस विसशटट क्रॉससगं 
पर, हम ओिरक्रॉससगं को अण्डर-क्रॉससगं म़ें बिल िेिे हैं और ऐसा ही इसके उलट भी करिे 
हैं। 

 
उिाहरण के सलए, तिनपतिया गााँठ की अग्रथिन संख्या 1 है : 

 
चित्र-16 

 
िाईं ओर की िथिीर िाथिि म़ें अग्रस्थिि गााँठ है। 
 
• यदि ऐसा कम-से-कम एक प्रक्षेप मौजूि है जहााँ सूिों की क्रॉससगं के ऊपर और नीचे के 

बीच प्रत्याितिणि होिा है, िो िह गााँठ एकाथिरी [alternating] होिी है। 
 
उिाहरण के सलए, तिनपतिया और 8 जैसी गााँठ िोनों एकाथिरी गााँठ़ें  हैं क्योंकक यदि आप इस 
लेख की शुरुआि म़ें दिए गए इस गााँठ के तनयसमि प्रक्षेपणों को िेख़ें, िो आप पाएाँग े कक 
सम्पपूणण गााँठ के िौरान यह गााँठ़ें  ओिर-क्रॉससगं और अण्डर-क्रॉससगं म़ें प्रत्याितिणि होिी रहिी 
हैं। 
 
• ककसी गााँठ की क्रॉससगं संख्या [crossing number] उसके ककसी भी प्रक्षेपण म़ें क्रॉससगं 

की थयूनिम संख्या है। 
 
अग्रस्थिि गााँठ की क्रॉससगं संख्या 0 है। तिनपतिया की क्रॉससगं संख्या 3 है। ध्यान ि़ें, इसका 
मिलब यह है कक हालााँकक थपटटिः तिनपतिया गााँठ के ऐसे प्रक्षेपण हैं स्जथह़ें 3 से अचधक 
क्रॉससगं के साि खींचा जा सकिा है, लेककन तिनपतिया के ककसी भी प्रक्षेपण म़ें क्राससगं की 
थयूनिम सखं्या 3 होनी चादहए। अिाणि, तिनपतिया गााँठ का ऐसा कोई प्रक्षेपण नहीं है स्जसम़ें 
3 से कम क्रॉससगं हों। 
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• एक गााँठ की छडी संख्या [stick number], गााँठ बनाने के सलए आिश्यक थयूनिम ‘छडडयााँ’ 
(सीधी रेखाएाँ) होिी है। 

 
अग्रस्थिि गााँठ की छडी संख्या 3 है और तिनपतिया की छडी संख्या 6 है, जैसा कक नीचे 
दिखाया गया है। 

 
चित्र-17 

 

 
चित्र-18 

 
ये गााँठों के बीच अथिर करने के सलए बनाए गए कुछ तनश्चर हैं। 
 
तलाश अभ़ी जारी है... 
हालााँकक ये तनश्चर गााँठों म़ें सभथनिा सात्रबि करने म़ें बेहि उपयोगी हैं, लेककन ये पयाण्ि नही ं
हैं। इनम़ें स ेकोई भी तनश्चर प्रत्येक गााँठ के सलए अद्वििीय नहीं है — उिाहरण के सलए, कम-
स-ेकम 6 से 7 गााँठों की अग्रथिन संख्या 1 है। प्रत्येक गााँठ के सलए कुछ अद्वििीय खोजने 
हेि,ु गणणिज्ञों ने एक गााँठ बहुपि विकससि करन ेकी कोसशश की — यह चरों के रूप म़ें एक 
व्यंजक है जो गााँठ का िणणन करिा है। 1928 म़ें, एलेक्जेण्िर बहुपद [Alexander polynomial] 
पेश ककया गया िा, जो अपनी िरह का पहला बहुपि िा। बाि म़ें, 1969 म़ें, कॉनिे ने कॉिवे 
बहुपद [Conway polynomial] की ईजाि की, जो गणना के सथिभण म़ें एलेक्जे़ण्डर बहुपि 
की िुलना म़ें बहुि सरल है। 1984 म़ें, जोन्स बहुपद [Jones polynomial] नामक एक 
आविटकार के कुछ महीनों बाि, छह लोगों के एक समूह ने सामूदहक रूप से होम्फी बहुपद 
[HOMFLY polynomial] बनाया, जो अब िक बने अथय सभी बहुपिों का एक अचधसमुच्िय 
[superset] है। हालााँकक, इस क्षेि म़ें होम्फी बहुपद ने अब िक की िुलना म़ें बडी उपलस्ब्ध 
हाससल की, ककथिु यह एक आश्चयणजनक और साि ही तनराशाजनक सच्चाई है कक यह अभी 
भी पयाण्ि नहीं है। एक ही होम्फी बहुपद िाली िो गााँठों की खोज की गई है, लेककन अथय 
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विचधयों का उपयोग करके यह ससद्ध ककया गया है कक िे अलग-अलग गााँठ़ें  हैं। इससलए अब 
िक इस बाि का कोई तनस्श्चि उत्तर नहीं है कक यह कैसे सात्रबि ककया जाए कक िो गााँठ़ें  सभथन 
हैं। 
 
जैसा कक पहले उकलेख ककया गया है, गााँठ ससद्धाथि एक अपेक्षाकृि नया विषय है। इस बारे 
म़ें अभी और बहुि शोध करने की ज़रूरि है। लेककन हम यह ज़रूर जानिे हैं कक यह एक बहुि 
ही रोचक विषय है — और ककसे पिा, हो सकिा है कक आप िाथिि म़ें यह सात्रबि करने का 
कोई िरीक़ा खोज सक़ें  कक िो गााँठ़ें  सभथन हैं? 
--------------------------------------------------------------- 
सन्दभि : 
1. Colin C. Adams, The Knot Book: An Elementary Introduction to the 
Mathematical Theory of Knots 
2. Charles Livingston, Knot Theory (Mathematical Association of America 
Textbooks) 
3. Richard H. Crowell and Ralph H. Fox, Introduction to Knot Theory. Chapter 
1 (Dover Books on Mathematics) 
 
आभार :  
लेख के कुछ चचि तनम्पनसलणखि िैबसाइटों से सलए गए हैं : 
1. http://www.wikiwand.com/en/Unknot 
2. https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Blue_Trefoil_Knot.png 
3. https://collegemathteaching.wordpress.com/tag/knot-theory/ 
4. http://xingyuyang.blogspot.in/2016/02/reidemeister-moves.html 
5. https://en.wikipedia.org/wiki/Reidemeister_move#/media/File:Reidemeister_ 
  move_2.png 
6.https://en.wikipedia.org/wiki/Reidemeister_move#/media/File:Reidemeister_ 
  move_3.png 
--------------------------------------------------------------- 
 

रम्या रामार्लगंम नेशनल पस्ब्लक थकूल, एचएसआर लेआउट, ब़ेंगलूरु की कक्षा-
12 की छािा हैं। उथहोंन े 2015 म़ें कनाणटक क्षेिीय गणणि ओलस्म्पपयाड म़ें 
पााँचिााँ थिान प्रा्ि ककया िा। भारिीय सांस्ख्यकी संथिान, ब़ेंगलूरु म़ें भारिीय 
राटट्रीय गणणि ओलस्म्पपयाड (आईएनएमओ) सशविर म़ें भाग सलया और 
आईएनएमओ 2016 म़ें शासमल हुईं। िे एएमसी–10 (2015) (अमेररकन 

मैिेमैदटकल कॉस्म्पपदटशन) और एएमसी–12 (2016, 2017) के ऑनर रोल पर िीं। उथह़ें 
अमेररकन इंविटेशनल मैिेमैदटक्स एक्ज़ासमनेशन (2015, 2016, 2017) और एमआईटी म़ें 
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मैि प्राइज़ फ़ॉर गकसण (2015, 2016) के सलए आमंत्रिि ककया गया िा। उथहोंने 2016 म़ें गााँठ 
ससद्धाथि पर थटैनफ़ोडण प्री-कॉलेस्जएट समर इंथटीट्यूट मैि कोसण म़ें भाग सलया। उथह़ें पाणणनी 
भाषाविज्ञान ओलस्म्पपयाड (जनिरी 2017) म़ें भारि म़ें शीषण सिह म़ें रखा गया िा और जून 
2017 म़ें उस टीम म़ें थिान के सलए प्रतिथपधाण कऱेंगी जो अथिराणटट्रीय भाषाई ओलस्म्पपयाड 
2017 म़ें भारि का प्रतितनचधत्ि करेगी। िे एक उत्साही पाठक हैं और लेखन, संगीि और 
बाथकेटबॉल म़ें गहरी रुचच रखिी हैं। 
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