
ಸಮಸ್ಯಾ ಕ  ೋನ 
ಸಮಸ್ಯೆಯ ಮಂಡನಯಯ ಕ್ರಮವನ್ನು ಕ್ನರಿತನ 

ಪೃಥ್ವಿಜಿತ್  ಡಯೇ 
 

ಸಮಸ್ ಾಯ ಮಂಡನ  ಮತ್ತು ಸಮಸ್ ಾಯ ಪರಿಹಯರ ಇವು ಗಣಿತ್ದ ಮ ಲ ಅಂಶಗಳಯಗಿವ . ಗಣಿತ್ದ 

ಪಠ್ಾಕ್ರಮದಲ್ಲ ಿ ಬ  ೋಧಿಸಿದ ಸಿದಯಧಂತ್ಗಳ ಅನವಯಿಸತವಿಕ ಯನತು ಕ್ಲ್ಲಯಲತ ವಿದಯಾರ್ಥಿಯತ ವಿವಿಧ 

ಮಟ್ಟದ ಕ್ಲಿಷ್ಟತ  ಇರತವ ಅನ ೋಕಯನ ೋಕ್ ಸಮಸ್ ಾಗಳಿಗ  ಪರಿಹಯರವನತು ಕ್ಂಡತಹಿಡಿಯತತಯುನ . ಆದರ  

ಸಮಸ್ ಾಗಳನತು ರ ಪಿಸತವುದತ ಹ ೋಗ  ಎಂಬತದನತು ಹ ೋಳಿಕ  ಡತವುದತ ವಿರಳ. ಗಣಿತ್ದ ಕ್ಲ್ಲಕ ಯಲ್ಲಿ 

ಸಮಸ್ಯಾ ಮಂಡನ ಯ ಪ್ಯರಮತಖ್ಾತ ಗ  ಅವಶಾವಯದ ಮಹತ್ವವನತು ನೋಡಿಲಿ. ಪ್ರರಢಶಯಲಯ ಮಟ್ಟದಲ್ಲ ಿ

ಸರಳ ಗಣಿತೋಯ ವಯಾಖ್ ಾಗಳಿಂದ/ಹ ೋಳಿಕ ಗಳಿಂದ ನ ತ್ನ ಸಮಸ್ ಾಗಳನತು ಹ ೋಗ  ಸೃಷ್ಟಟಸಬಹತದತ 

ಎಂಬತದನತು ಈ ಲ ೋಖ್ನದಲ್ಲಿ ವಿಶದಪಡಿಸತತ ುೋವ .  

 

ಮೊದಲ್ಲಗ  ಒಂದತ ಸರಳ ಸಮಸ್ ಾಯಂದಿಗ  ಆರಂಭಿಸ್  ೋಣ.  

ಸಮಸ್ ಾ: a, b, c ಗಳು ಮ ರತ ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ (real) ಸಂಖ್ ಾಗಳಯಗಿದದರ , ಈ ಕ ಳಗಿನ 

ಸಮೋಕ್ರಣವನತು ಸ್ಯಧಿಸಿ.   

𝑎

𝑏+𝑐
 + 𝑏

𝑐+𝑎
 + 𝑐

𝑎+𝑏
 ≥ 3

2
    (1) 

ಇದನತು ನ ಸ್ಬಿ ಟ್ಬರ ಅಸಮಯನತ  ಎಂದತ ಕ್ರ ಯಲಯಗತತ್ುದ .  

ಸ್ಯಧನ : ಈ ಹ ೋಳಿಕ ಗ  ಹಲವಯರತ ಸ್ಯಧನ ಗಳಿವ . ಅವುಗಳಲ್ಲ ಿಒಂದತ ಸಮಯಂತ್ರ ಮಯಧಾ-ಹರಯತ್ಮಕ್ 

ಮಯಧಾ (AM-HM) ಅಸಮಯನತ ಯನತು ಬಳಸತತ್ುದ .(ಪಟ್ಟಟ 1 ನ  ೋಡಿರಿ). ಎಡದಲ್ಲಿರತವ ಿೋಜ  ೋಕ್ಲುಯನತು 

ನಯವು p ಎಂದತ ಕ್ರ ದತ ಪರತ ಿಡಿ ಅಂಶಕ್ ೂ 1 ಅನತು ಸ್ ೋರಿಸಿದರ  ನಮಗ  ಈ ಕ ಳಕ್ಂಡ ಸಮೋಕ್ರಣ 

ಲಭಿಸತತ್ುದ :  
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ನಂತ್ರ ಮ ರತ ಸಂಖ್ ಾಗಳಯದ (b + c)/2, (c + a)/2 ಮತ್ತು (a + b)/2 ಗಳಿಗ  (AM-HM) 

ಅಸಮಯನತ ಯನತು ಅನವಯಿಸಿದಯಗ ಈ ಕ ಳಕ್ಂಡ ಸಮೋಕ್ರಣ ಮ ಡತತ್ುದ :  
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------------------------------------------------------------------------------ 

ಪರಮತಖ್ ಪದಗಳು: ಸಮಸ್ಯಾ ಮಂಡನ , ಸಮಸ್ಯಾ ಪರಿಹಯರ, ನ ಸ್ಬಿ ಟ್ಬರ ಅಸಮಯನತ , ಸಮಯಂತ್ರ 

ಮಯಧಾ-ಹರಯತ್ಮಕ್ ಮಯಧಾ ಅಸಮಯನತ  

   ಈ ರಿೋತಯಲ್ಲ ಿ   𝑝 + 3  ≥ 9

2
  ಎಂಬ ನಮಗ  ಅವಶಾಕ್ವಯದ ಫಲ್ಲತಯಂಶ ದ  ರ ತತ್ತ. a, b 

ಮತ್ತು c ಗಳು ಸಮ ಆಗಿರತವಯಗ ಮಯತ್ರ ಸಮೋಕ್ರಣದ ಎರಡ  ಭಯಗಗಳು ಸಮಯನವಯಗಿರತತ್ುವ  

ಎಂಬತದನತು ಇದರಿಂದ ಸತಲಭವಯಗಿ ಕ್ಂಡತಕ  ಳಳಬಹತದತ. 

 

AM-GM-HM ಅಸಮಾನ್ತಯ 
AM-GM ಅಸಮಯನತ ಯ ವಯಾಖ್ ಾ ಈ ರಿೋತ ಇದ : ಯಯವುದ ೋ ಧನಯತ್ಮಕ್ ಸಂಖ್ ಾಗಳ ಗತಂಪಿನಲ್ಲಿ ಆ 
ಸಂಖ್ ಾಗಳ ಸಮಯಂತ್ರ ಮಯಧಾವು ಯಯವುದ ೋ ಸಂದಭಿದಲ  ಿಗತಣ  ೋತ್ುರ ಮಯಧಾಕ್ಲೂಂತ್ ಕ್ಡಿಮೆ 
ಇರತವುದಿಲಿ. ಅಲಿದ  ಈ ಎರಡ  ಮಯಧಾಗಳು ಒಂದ ೋ ಸಂದಭಿದಲ್ಲಿ ಮಯತ್ರ ಸಮವಯಗಿರತತ್ುವ : ಎಲಿ 
ದತ್ು ಸಂಖ್ ಾಗಳು ಎಲಿ ವಿಧದಲ್ಲಯಿ  ಸಮವಯಗಿರತವಯಗ.  
ಚಿಹ ುಗಳಲ್ಲಿ: a1, a2, ....., an ಗಳು n ಧನಯತ್ಮಕ್ ಸಂಖ್ ಾಗಳಯಗಿರಲ್ಲ. ಅವುಗಳ ಸಮಯಂತ್ರ ಮಯಧಾ (AM) 
ಮತ್ತು ಗತಣ  ೋತ್ುರ ಮಯಧಾಗಳನತು ಈ ಕ ಳಕ್ಂಡ ಕ್ರಮದಲ್ಲ ಿನರ ಪಿಸಲಯಗತತ್ುದ :  

𝐴𝑀 =
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
 

 
                                                    GM = (a1. a2. ....., an)1/n .  
                                         ಅಲಿದ  AM ≥ GM   

ಈ ಸಮೋಕ್ರಣದಲ್ಲ ಿಎರಡ  ಸಮವಯಗಿರಬ ೋಕಯದರ  a1= a2 = ....., = an ಆಗಿದದರ  ಮಯತ್ರ ಸ್ಯಧಾ.  

AM-GM ಅಸಮಯನತ ಯನತು ಹರಯತ್ಮಕ್ ಮಯಧಾವನತು (HM) ಸಹ ಒಳಗ  ಳುಳವಂತ  ಬಲಪಡಿಸಬಹತದತ. 

a1, a2, ....., an ಇತಯಾದಿ n ಧನಯತ್ಮಕ್ ಸಂಖ್ ಾಗಳ ಹರಯತ್ಮಕ್ ಮಯಧಾವನತು ಈ ರಿೋತ ನರ ಪಿಸಬಹತದತ: 
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1
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AM-GM-HM ಅಸಮಯನತ ಯ ವಯಾಖ್ ಾ ಈ ರಿೋತ ಇದ :  

AM ≥ GM ≥ HM. 

ಅಲಿದ , ಸಮಯನತ ಯ ಚಿಹ ು(=)ಯತ a1= a2 = ....., = an ಇದಯದಗ ಮಯತ್ರ ಪರಸತುತ್ವಯಗತತ್ುದ .  

ಸಂಖ್ಯಾತ್ಮಕ್ ಉದಯಹರಣ : 8, 9, 16, 18 ಎಂಬ ನಯಲತೂ ಸಂಖ್ ಾಗಳನತು ಪರಿಗಣಿಸ್  ೋಣ. ಈಗ:  

𝐴𝑀 =
8+9+16+18

4
  = 51

4
 = 12.75,  

 
𝐺𝑀 = (8X9X16X18)1/4 = 12,  
  
𝐻𝑀 =

4𝑛
1

8
+

1

9
+

1

16
+

1

18

  = 192

17
  ≈ 11.29 

AM >GM >HM ಎಂಬತದನತು ಗಮನಸಿ.  
ಈ AM-GM-HM ಅಸಮಯನತ ಯತ ಬಹಳ ಉಪಯತಕ್ುವಯದ ಗತಣವಯಗಿದ . ಇದತ ಅನ ೋಕ್ ಸಂದಭಿಗಳಲ್ಲಿ 
ಉಪಯತಕ್ುವಯಗತತ್ುದ .    
 
 
 
 

ಬಹತತ ೋಕ್ ಸಂದಭಿಗಳಲ್ಲ ಿಸಮಸ್ ಾಯಂದಕ ೂ ಪರಿಹಯರ ದ  ರಕ್ಲದ ತ್ಕ್ಷಣ ಅದನತು ಿಟ್ತಟಿಡತತಯುರ . 

ಮೆೋಲ  ುೋಟ್ಕ ೂ ಕ್ಂಡದದಕ್ಲೂಂತ್ಲ  ವಿಶ ೋಷ್ವಯದ ಮತ ುೋನಯದರ  ಸಂಗತ ಆ ಸಮಸ್ ಾಯಲ್ಲಿ 

ಇರಬಹತದ ೋ ಎಂದತ ನ  ೋಡತವ ಪರಯತ್ುವನತು ಸಹ ಮಯಡತವುದಿಲ.ಿ ಆದರ  ನಯವು ಈ 

ಸಮಸ್ ಾಯನತು ಮತ್ುಷ್ತಟ ಪರಿಶ  ೋಧಿಸಿ, ಇದಕ ೂ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತ  ಮತ್ುಷ್ತಟ ಪರಶ ುಗಳನತು 

ಹಯಕ್ಲಕ  ಳುಳವುದರ ಮ ಲಕ್ ಮತ್ುಷ್ತಟ ಸಮಸ್ ಾಗಳನತು ಹತಟ್ಟಟಸಿ, ಉದಭವಿಸತವ ಸಮಸ್ ಾಗಳಿಗ  

ಅವುಗಳು ಉದಭವಿಸತತುರತವಂತ ಯೋ ಪರಿಹಯರಗಳನ ು ಕ  ಡತತಯು ಸ್ಯಗತತ ುೋವ .  

ದತ್ು ಪರಿಸಿಿತಯಲ್ಲ ಿp ಒಂದತ ನದಿಿಷ್ಟ ಸಂಖ್ ಾಗಿಂತ್ ಚಿಕ್ೂ ಸಂಖ್ ಾಯಯಗಿದ ಯೋ ಎಂದತ ಕ ೋಳುವುದತ 

ಸ್ಯವಭಯವಿಕ್ವ ೋ. ಇನ ು ನದಿಿಷ್ಟವಯಗಿ ಹ ೋಳಬ ೋಕ ಂದರ , ಇದ ೋ ಹ ೋಳಿಕ ಯನತು ಈ ಕ ಳಕ್ಂಡ ರಿೋತಯಲ್ಲಿ 

ಮಂಡಿಸತತ ುೋವ :  

ಪರಶ ು: ಎಲ ಿಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾಗಳಯದ a, b, c ಗಳಿಗ  P < k ಎನತುವ ಪರಿಸಿಿತಗ  

ಅನತಗತಣವಯದ k ಎಂಬ ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾಯತ ಅಸಿುತ್ವದಲ್ಲ ಿಇದ ಯ?  

ಇಲ್ಲಿಯ , ಮೊದಲ್ಲನಂತ ಯೋ,  



p = 
𝑎

𝑏+𝑐
 + 𝑏

𝑐+𝑎
 + 𝑐

𝑎+𝑏
 

ವಿಶ ಿೋಷ್ಣ : ಈ ಪರಶ ುಯನತು ನಭಯಯಿಸತವ ಬಗ  ಹ ೋಗ ? k ಸಿಳದಲ್ಲಿ ಸಣಣ ಮರಲಾದ ಸಂಖ್ ಾಗಳನತು 
ಕ  ಟ್ತಟ, ಆ ಸಂಖ್ ಾಗಳು ಸಮೋಕ್ರಣ ಸಂಬಂಧಿತ್ ಷ್ರತ್ತುಗಳನತು ಪೂಣಿಗ  ಳಿಸತವುವ ೋ ಎಂದತ 

ಪರಿಶೋಲ್ಲಸತವುದತ ಒಂದತ ವಿಧ. K ಯತ 
3

2
 ಕ್ಲೂಂತ್ ಹ ಚಿಿನ ‘ಸ್ ುೋಹಮಯಿ’ಬಮರಲಾವನತು ಹ  ಂದಿರತವುದ ೋ 

ನಮಗ  ಬ ೋಕಯದತದತ. K = 2 ಹಯಕ್ಲ ಪರಯತುಸ್  ೋಣ. ಈಗ ಎಲಿ ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾಗಳಯದ a, b, 
c ಗಳಿಗ  P < 2 ಇದ ಯೋ ಎಂದತ ನಯವು ಪರಿೋಕ್ಷಿಸಬ ೋಕ್ತ. ಇದಕ ೂ ಅತ ಸತಲಭವಯದ ವಿಧಯನವ ಂದರ  

ಸಮೋಕ್ರಣದ ಎಡದಲ್ಲಿನ ಯಯವುದಯದರ  ಒಂದತ ಅಂಶವನತು, ಉದಯಹರಣ ಗ   
𝑎

𝑏+𝑐
 ಯನತು 2 ಕ ೂ 

ಹ  ೋಲ್ಲಸಿದರ  ಹ ಚಿಿನ ಪರಮಯಣದಯದಗಿ ಮಯಡಲಯಗತವುದ ೋ ಎಂದತ ಪರಿಶೋಲ್ಲಸತವುದತ. ಈ ಅಂಶದಲ್ಲ ಿb 

= c = 1 ಮತ್ತು 
a = 6 ಮರಲಾಗಳನತು ನೋಡಿದರ  ಅಂಶವು 2 ಕ ೂ ಸಮನಯಗತತ್ುದ . ಈ ಮರಲಾವನತು ಪಡ ಯಲತ 

ಇದ  ಂದ ೋ ಕ್ರಮವಲಿ ಎಂಬತದನ ು ಗಮನಸಿ. 
𝑎

𝑏+𝑐
 > 2 ಆಗತವಂತ  a, b, c ಗಳಿಗ  ಅಸಂಖ್ಯಾತ್ 

ಮರಲಾಗಳನತು  ನೋಡಬಹತದತ. ಆದದರಿಂದ  

P> 2 ಆಗಲತ ನಯವು a, b, c ಗಳಿಗ  ಅನ ೋಕಯನ ೋಕ್ ಮರಲಾಗಳನತು  ನೋಡಬಹತದತ. ಈ ಸಮೋಕ್ರಣದಲ್ಲಿ 

2 ರ ವಿಶ ೋಷ್ತ ಯೋನಲ.ಿ ನಯವು 2 ರ ಸ್ಯಿನದಲ್ಲಿ ಯಯವುದ ೋ ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾ k ಅನತು 

ಹಯಕ್ಲದರ , ಆಗಲ  ಅಸಂಖ್ಯಾತ್ ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾಗಳಯದ a, b, c ಗಳ ಸಂದಭಿದಲ್ಲಿ 
𝑎

𝑏+𝑐
 > 

k ಆಗಿರತತ್ುದ . (a = 2k + 2, b = c = 1 ಅನತು ಸಹ ಒಂದತ ಆಯೂಯಯಗಿ ಹ  ಂದಬಹತದತ; ಆಗ 
𝑎

𝑏+𝑐
= 𝑘 + 1). ಈ ರಿೋತಯಲ್ಲಿ ಯಯವುದ ೋ ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾ k ಅನತು ನೋಡಿದಯಗ, P>

k ಇರತವಂತ  ನಯವು a, b, c ಗಳನತು ಆಯತದಕ  ಳಳಬಹತದತ. ಆಗ ಎಲ ಿಧನಯತ್ಮಕ್ a, b, c ಗಳಿಗ   P < k  

ಆಗತವಂತ್ಹ ಮರಲಾವುಳಳ k ಅಸಿುತ್ವದಲ್ಲಿ ಇರತವುದತ ಸ್ಯಧಾವ ೋ ಇಲಿ ಎಂಬ ತೋಮಯಿನವನತು ನಯವು 

ತ್ಲತಪುತ ುೋವ .  

ಹಯಗಯದರ  ಎಲಿ ಧನಯತ್ಮಕ್ a, b, c ಗಳಿಗ  P < k  ಆಗತವಂತ್ಹ ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾ k ದ  ರಕ್ತವ 

ಸಿಿತ ಮ ಡಬ ೋಕಯದರ  a, b, c ಗಳಿಗ  ಮತ ು ಯಯವ ಹ ಚ್ತಿವರಿ ಷ್ರತ್ತುಗಳನತು ಅನವಯಿಸಬ ೋಕಯಗತತ್ುದ  

ಎಂಬ ಪರಶ ು ಮ ಡತತ್ುದ . a, b ಮತ್ತು c ಗಳು ಯಯವುದಯದರ  ಸಿೋಮತ್ ಅಂತ್ರದಲ್ಲ ಿ(ಉದಯಹರಣ ಗ  

0,1) ಮರಲಾಗಳನತು ಹ  ಂದತವಂತ  ಅವುಗಳನತು ನಬಿಂಧಿಸಿದರ  ಹ ೋಗ ? ಎಂದರ  0 ≤ a ≤ 1, 0≤  b ≤ 1, 0 

≤ c≤  1. ಈ ಸಂದಭಿದಲ್ಲಿ ಸಹ ಯಯವುದ ೋ ದತ್ು ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾ k ಗಿಂತ್ p ಅನತು ಹ ಚಿಿನ 

ಸಂಖ್ ಾಯಯಗಿಸಬಹತದತ. ಏಕ ಂದರ  t ಎಂಬತದ  ಂದತ ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾಯಯಗಿದತದ, ta ≤ 1, 

tb ≤ 1 ಮತ್ತು tc ≤1 ಇರತವಂತ್ಹ ಸಂದಭಿದಲ್ಲಿ a, b ಮತ್ತು c ಗಳ ಬದಲ್ಲಗ  ta, tb, ಮತ್ತು tc ಗಳನತು 



ಬಳಸಿದರ  𝑎

𝑏+𝑐
 ಭಿನಯುಂಶದ ಮರಲಾವು ಬದಲಯಗತವುದಿಲ.ಿ ಆದರ  a, b ಮತ್ತು c ಗಳು ಈ ಕ ಳಕ್ಂಡ 

ಬ ೋಡಿಕ ಯನತು ಪೂರ ೈಸಬ ೋಕ ಂದತ ಕ ೋಳಿದರ :  

b + c > a,   c + a > b,   a + b > c,   (2) 
ಆಗ ನಜಕ್ ೂ ನಮಗ  P < 3 ದ  ರಕ್ತತ್ುದ . ಇದನ ುೋ ಮತ  ುಂದತ ವಿಧದಲ್ಲ ಿಹ ೋಳುವುದಯದರ , a, b ಮತ್ತು 

c ಗಳು ತರಕ  ೋಣವಂದರ ಬಯಹತಗಳ ಉದದವನತು ಸ ಚಿಸತವುದಯದರ , ಆಗ P < k  ಗ  

ಅನತಗತಣವಯಗತವಂತ್ಹ ಒಂದತ ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾ k (=3) ಅನತು ಕ್ಂಡತಹಿಡಿಯಬಹತದತ. 

ನಯವು ಇದನತು ಇನುಷ್ತಟ ಉತ್ುಮಗ  ಳಿಸಬಹತದತ. ನಯವು P ಅನತು 2 ಕ್ಲೂಂತ್ಲ  ಚಿಕ್ೂದಯಗಿಸಬಹತದತ. 

ಹ ೋಗ ? ಇದನತು ಕಯಣಬ ೋಕ ಂದರ , c = max(a, b, c) ಎಂದತ ಕ್ಲ್ಲಿಸಿಕ  ಳಿಳ. ಆಗ 

𝑎

𝑏+𝑐
 ≤

𝑎

𝑎+𝑏
 ,   

𝑏

𝑐+𝑎
  ≤  

𝑏

𝑎+𝑏
   

𝑎

𝑏+𝑐
  ≤  1,                  (3) 

ಆಗತತ್ುದ  ಎಂಬತದನತು ಗಮನಸಿ. ಇದರಿಂದ ನಮಗ   

                P =  
a

 b+c
 + b

c+a
 + c

a+b
 < 2                           (4) 

ಎಂಬ ಸಮೋಕ್ರಣ ದ  ರ ಯತತ್ುದ . 

P ಯಯವಯಗಲಯದರ  2 ಕ ೂ ಸಮವಯಗತವುದ ? ಓದತಗರತ ಇದರ ಬಗ  ೆಚಿಂತಸಬಹತದತ.  

P < 2 ಎಂಬತದನತು ತ  ೋರಿಸಲತ ಭಿನುರಯಶಯ ಮ ಲ ಗತಣಗಳನತು ಬಳಸಿ ಸ್ಯಧಿಸತವ ಮತ  ುಂದತ 

ವಿಧಯನವೂ ಇದ . X ಮತ್ತು y ಗಳು ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾಗಳಯಗಿದತದ, x< y ಆಗಿದದರ , ಯಯವುದ ೋ 

ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾ t ಗ ,                        x
 y
 <  

x+t

 y+t
                              (5) 

ಸ್ಯಧನ  ನ ೋರ ಹಯಗ  ಸಿಷ್ಟವಯಗಿದ ; ಅಡಡ-ಗತಣಯಕಯರ ಮಯಡಿರಿ ಮತ್ತು ಸಮೋಕ್ರಣದ 

ಅಂಶಗಳನತು ಮರತಜ  ೋಡಿಸಿರಿ. ಈ ಅಂಶದ ರಿೋತಯಾ ಮತ್ತು ತರಕ  ೋಣ ಅಸಮಯನತ  ಗತಣದ 

ರಿೋತಯಾ ನಮಗ  ಈ ಕ ಳಕ್ಂಡ ಸಮೋಕ್ರಣ ಲಭಿಸತತ್ುದ ;  

          
a

 b+c
 < a+a

a+b+c
  = 2a

a+b+c
                         (6)  

ಈ ರಿೋತಯಲ್ಲ ಿ 

 P < 
2(a+b+c)

a+b+c
 = 2                                (7) 

ಸ್ಯವಿತರೋಕ್ರಣ 
ಮೆೋಲ  ಕಯಣಿಸಿದ ರಿೋತಯಲ್ಲಿ ಪಡ ದ ಫಲ್ಲತಯಂಶವನತು 3 ಕ್ಲೂಂತ್ ಹ ಚ್ತಿ ಚ್ರ ಪರಿಮಯಣಗಳಿಗ  

ಅನವಯಿಸತವುದರ ಮ ಲಕ್ ಸ್ಯವಿತರೋಕ್ರಣ ಅಥವ ಸ್ಯಮಯನಾೋಕ್ರಣಗ  ಳಿಸಬಹತದ  ಎಂದತ 

ನ  ೋಡತವುದ ೋ ಮತಂದಿನ ಹ ಜ .ೆ ನಮಮ ಮತಂದಿರತವ ಹ  ಸ ಸಮಸ್ ಾ ಈ ಕ ಳಕ್ಂಡಂತದ .  

ಸಮಸ್ ಾ: a1, a2, . . . , an  ಧನಯತ್ಮಕ್ ವಯಸುವಿಕ್ ಸಂಖ್ ಾಗಳಯಗಿರಲ್ಲ ಮತ್ತು n ≥  4 ಒಂದತ ಧನಯತ್ಮಕ್ 

ಪೂಣಯಿಂಕ್ವಯಗಿರಲ್ಲ ಮತ್ತು  



𝑄 =
𝑎1

𝑎2 +𝑎3 + · · · + 𝑎𝑛

 + 
𝑎2

𝑎1 +𝑎3 + · · · + 𝑎𝑛

 +.... + 𝑎𝑛

𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛−1

               (8) 
ಆಗಿರಲ್ಲ. ಆಗ Q ನ ಕ್ನಷ್ಠ ಮರಲಾವ ೋನತ?  

P ಮತ್ತು Q ಗಳ ರಚ್ನಯಕ್ರಮದಲ್ಲಿರತವ ಸ್ಯಮಾತ ಗಳನತು ಗಮನಸಿರಿ. P ಮತ್ತು Q ಗಳಲ್ಲಿರತವ ಪರತ 

ಅಂಶವನತು ಗಮನಸಿದಯಗ, ಭಿನುರಯಶಯಲ್ಲಿನ ಭಯಜಾ ಮತ್ತು ಛ ೋದಗಳ ಮೊತ್ು ಒಂದ ೋ ಆಗಿರತವುದತ 

ಕ್ಂಡತಬರತತ್ುದ . (a + b + c ಇದತ P ಗ  ಮತ್ತು  a1 + a2 + · · · + an ಇದತ Q ಗ ). P ಗ  ಬಳಸಿದ ಕ್ರಮವನ ುೋ Q 

ಗ  ಬಳಸಬಹತದತ ಎಂಬತದನತು ಈ ಸ್ಯಮಾತ ಯತ ಸ ಚಿಸತತ್ುದ .  

s = a1 + a2 + · · · + an ಆಗಿರಲ್ಲ. ಆಗ,  

𝑄 + 𝑛 = s (
1

s−𝑎1

 + 1

s−𝑎2

 + 1

s−𝑎𝑛

)           (9)  

ಈ ಸಮೋಕ್ರಣಕ ೂ AM=HM ಗತಣವನತು ಅನವಯಿಸಿದರ , ಈ ಕ ಳಕ್ಂಡ ಸಮೋಕ್ರಣ ದ  ರ ಯತತ್ುದ .  

(
1

s−𝑎1

 + 1

s−𝑎2

 + 1

s−𝑎𝑛

) 

_______________________      ≥ 
n

ns−𝑠
   =  n

(n−1)s
                (10)  

      n 

ಆದದರಿಂದ                     𝑄 + 𝑛 ≥  
n2

n− 1
                  (11) 

ಇದರಿಂದ ನಮಗ          𝑄 ≥  
n

n− 1
 ಎಂಬ ಫಲ್ಲತಯಂಶ ದ  ರಕ್ತತ್ುದ . a1 = a2 = · · · = an 

ಆಗಿರತವಯಗ 𝑄 =  
n

n− 1
 ಎಂಬತದನತು ನಯವು ಪರಿಶೋಲ್ಲಸಿದ ದೋವ . ಆದದರಿಂದ Q ನ ಕ್ನಷ್ಠ ಬ ಲ ಯತ 

n

n− 1
 ಆಗಿರತತ್ುದ .  

 

P ಗ  ಅನವಯಿಸಿದ ರಿೋತಯಲ್ಲಿಯೋ a1 + a2 + · · · + an ನ ಮೆೋಲ  ನಬಂಧನ ಯಂದನತು ವಿಧಿಸದಿದದರ  Q 

ನ ಗರಿಷ್ಠ ಮರಲಾವು ಅಸಿುತ್ವದಲ್ಲಿರತವುದತ ಸ್ಯಧಾವಿಲಿ. ಈ ಮೊದಲತ ಅನವಯಿಸಿದ 3 ಚ್ರ ಪರಿಮಯಣ 

ಕ್ರಮವನತು ಅನವಯಿಸಿ, 1 = 1,2,...,n ಆಗಿರತವಯಗ 

s – ai > ai                                  (12) 

ಆಗಿರಲ್ಲ ಎಂಬ ಬ ೋಡಿಕ ಯನತು ಮತಂದಿಡ  ೋಣ. ಕ್ ಡಲ  Q < n ಎಂಬ ಫಲ್ಲತಯಂಶವು ಲಭಿಸತತ್ುದ . 

ಆದರ  ಆಶಿಯಿಕ್ರವಯದ ಮತ್ತು ಅಷ್ತಟ ಗಮನಕ ೂ ಬಯರದ ಸಂಗತಯೋನ ಂದರ  ಈ 

ಸಂದಭಿದಲ್ಲಿಯ  ನಯವು Q < 2 ಎಂದತ ತ  ೋರಿಸಬಹತದತ. ಮೊದಲತ ಬಳಸಿರತವ ಭಿನುರಯಶಯಿಂದ 

ಪಡ ದ ಫಲ್ಲತಯಂಶವನತು ಇಲ್ಲ ಿಬಳಸಿದಯಗ  
                   𝑎i

𝑠−𝑎i

 < 
𝑎i+𝑎i

𝑠−𝑎i+𝑎i

 = 
2𝑎i

𝑠
                           (13) 



 

ಆದದರಿಂದ                         𝑄 <
2 (𝑎1+ 𝑎2 + · · · + 𝑎n )

s
 = 2            (14) 

ಯಯವುದಯದರ  ಸಂದಭಿದಲ್ಲಿ Q ನ ಮರಲಾ 2ಕ ೂ ಸಮ ಆಗತವುದ ೋ ಎಂದತ ಆಲ  ೋಚಿಸತವುದನತು 

ಮತ  ುಮೆಮ ಓದತಗನಗ ೋ ಿಡತತುದ ದೋವ .  

ಈ ರಿೋತಯಲ್ಲ,ಿ ಒಂದತ ಸ್ಯಮಯನಾ ಮತ್ತು ತಳಿದಿರತವ ಿೋಜಗಣಿತೋಯ ಸಮಸ್ ಾಯಿಂದ ಆರಂಭಿಸಿ 

ಪರಿಕ್ಲಿನ ಗಳನತು ಬದಲಯಯಿಸತವುದರ ಮ ಲಕ್ವೋ ಅಥವಯ ಸರಳ ಸ್ಯವಿತರೋಕ್ರಣದ 

ಮ ಲಕ್ವೋ ವಿವಿಧ ರಿೋತಯ ಸಮಸ್ ಾಗಳನತು ಹತಟ್ತಟಹಯಕ್ಬಹತದತ ಎಂದತ ಕ್ಂಡತಕ  ಂಡ ವು. 

ಿೋಜಗಣಿತೋಯ ಸಮೋಕ್ರಣವು ಹ ಚಿಿನ ಸುರವನತು ತ್ಲತಪಲತ ಅನತವು ಮಯಡಿಕ  ಡತತ್ುದ ಂಬತದನತು 

ದೃಢಪಡಿಸಿಕ  ಳುಳವಲ್ಲಿ ಅನ ವೋಷ್ಣ ಸಹಯಯಕ್ (ಹ ಾರಿಸಿಟಕ್ಸ್)ಗಳೂ ಪರಮತಖ್ ಪ್ಯತ್ರ ವಹಿಸಿದವು.  
 ಪರತಯಂದತ ಸಮಸ್ ಾಯನತು ಬಗ ಹರಿಸತವ ರಿೋತಯನಯುಗಲ್ಲ, ಹ  ಸ ಸಮಸ್ ಾಯನತು 

ಮಂಡಿಸತವ ವಿಧಯನವನಯುಗಲ್ಲ ವಿದಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗ  ಬ  ೋಧಿಸಲತ ಸ್ಯಧಾವಿಲಿ. ಆದರ  ಸಮಸ್ಯಾ ಮಂಡನ  

ಅಥವ ಸಮಸ್ಯಾ ಪರಿಹಯರದತ್ು ಶ  ೋಧನ -ಕ ೋಂದಿರತ್ ಆಲ  ೋಚ್ನ ಯ ಿೋಜವನತು ವಿದಯಾರ್ಥಿಗಳ 

ಮನದಲ್ಲಿ ಪ್ಯರಯಶಃ ಿತ್ುಬಹತದತ.  

---------------------------------------------------------------------- 

ಪೃರ್ಥಿಜಿರ್ ಡ ೋ TIFRನ ಹ  ೋಮ ಬಯಬಯ ಸ್ ಂಟ್ರ್ ಫಯರ್ ಸ್ ೈನ್ಸ್ ಎಜತಕ ೋಷ್ನ್ಸಬ (HBSCE)ನಲ್ಲರಿತವ 

ಮಯಾಥಮಯಾಟ್ಟಕ್ಲ್ ಒಲ್ಲಂಪಿಯಯಡ್ ಸ್ ಲ್ಬನ ಸದಸಾ. ಸಮಸ್ ಾಗಳನತು ಿಡಿಸತವುದರಲ್ಲಿ ಇರತವಷ ಟೋ 

ಒಲವನತು ಜನಪಿರಯ ಗಣಿತ್ ಸಂಬಂಧಿ ಲ ೋಖ್ನಗಳನತು ಓದತವುದರಲ್ಲಿಯ , ಬರ ಯತವುದರಲ್ಲಿಯ  

ಹ  ಂದಿದಯದರ . ಇವರ ಇತ್ರ ಆಸಕ್ಲುಗಳ ಂದರ  ಒಗಟ್ತಗಳು, ಕ್ಲರಕ ಟ್ ಮತ್ತು ಸಂಗಿೋತ್. ಇವರ ಸಂಪಕ್ಿ 
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