
ಲಂಬ ವಿಕರ್ಣಗಳ ಚತುರ್ುಣಜಗಳು 
Review by Chaitanya Associates, Mysore 

 ಈ ಲ ೇಖನದಲ್ಲಿ, ತನನ ಎರಡು ವಿಕರ್ಣಗಳನನನ ಲಂಬವಾಗಿ ಹ  ಂದಿರನವ ಯಾವುದೇ 

ಚತನರ್ನಣಜದ ಕ ಲವು ಗುಣಗಳನನನ ನಾವು ಅರ್ಯಸಿಸನತ ತೇವ . ನಾಲನು ಬಾಹನಗಳ ಆಕೃತಿಯೊಂದನ ಈ 

ಗನರ್ವನನನ ಹ  ಂದಿದದಲ್ಲಿ ಅದನನನ ಲಂಬ-ವಿಕರ್ಣ ಚತನರ್ನಣಜ ಎನನನತಾತರ . ನಮಗ  ತಿಳಿದಿರನವ 

ಹಲವು ವಿಶೇಷ ಬಗೆಯ ನಾಲನು ಬಾಹನಗಳ ಆಕೃತಿಗಳೂ ಇದ ೇ ಗನರ್ವನನನ ಹ  ಂದಿವ  : ಚೌಕಗಳು,  
ವಜ್ಾಾಕೃತಿಗಳು (ಇಲ್ಲಿ ನಾಲನು ಬಾಹನಗಳು ಸಮನಾಗಿರನತತವ ) ಹಾಗನ ಗಾಳಿಪಟಗಳು (ಇಲ್ಲಿ ಎರಡು 

ಜ್  ೇಡಿ ನಿಕಟಬಾಹನಗಳು ಸಮನಾದ ಉದದವನನನ ಹ  ಂದಿರನತತವ ). ಓದನಗರಿಗ  
ಆಶ್ಚರ್ಣವಾಗಬಹನದನ ಆದರ  ಇಂತಹ ಸಾಮಾನಯ ನಿಯಮಗಳೂ (ವಿಕರ್ಣಗಳು ಪರಸ್ಪ ರ 

ಲಂಬವಾಗಿರನವುದನ) ಸಹ ಹಲವಾರನ ಪ್ಾಾಥಮಿಕ ಹಾಗನ ಚೇತೋಹಾರಿ ಗುಣಗಳಿಗ  
ಎಡ ಮಾಡಿಕ  ಡನತತದ .  
ಗುರ್ 1 : ಅಭಿಮುಖ ಬಾಹನಗಳ ವಗಣಗಳ ಮೊತತಗಳು 
ಪ್ರಮೇಯ 1. ಒೊಂದು ಚತನರ್ನಣಜದ ವಿಕರ್ಣಗಳು ಪರಸ್ಪ ರ  ಲಂಬಗಳಾಗಿದದರ , ಅಭಿಮುಖ 

ಬಾಹನಗಳ ಎರಡನ ಜ್  ೇಡಿಗಳು ಸಮನಾದ ವಗಣಗಳ ಮೊತತಗಳನನನ ಹ  ಂದಿರನತತವ .  
 
ಚತನರ್ನಣಜವನನನ ABCD ಎಂದನ ಹ ಸರಿಸ  ೇರ್ (ಚಿತಾ 1 ).  

ಈಗ ಪಾಮೇರ್ವು ಹೇಗ  ಹ ೇಳುತತದ  :  AC ⊥ BD ಆದರ , AB2+CD2 = AD2 + BC2. ಇದಕ ು ಸಾಧನ  
ಹೇಗಿದ . ACರ್ನ  BDಅನನನ ಸಂಧಿಸುವ ಬೊಂದು O ಆಗಿರಲಿ. ಪ್ ೈಥಾಗ  ೇರಸ್ ಪಾಮೇರ್ದಿಂದ: 
AB2 = AO2 + BO2 , CD2 = CO2 + DO2 , 
AD2 = AO2 + DO2 , BC2 = BO2 + CO2 
 ಹಾಗನ ನಾವು ನ  ೇಡನವಂತ  
AB2 + CD2 = AO2 + BO2 + CO2 + DO2 = AD2 + BC2 . 
 

ಮುಖ್ಯಪ್ದಗಳು: ಚತನರ್ನಣಜ, ಲಂಬ, ವಿಕರ್ಣ, ಲಂಬ-ವಿಕರ್ಣ, ಚಕ್ಾೇರ್ ಚತನರ್ನಣಜ, 

ಮಧಯಬಂದನ ಸಮಾಂತರ ಚತನರ್ನಣಜ, ಮಧಯಬಂದನ ಆರ್ತ, ಮಧಯಬಂದನ ವೃತತ, 8-ಬಂದನ 
ವೃತತ, ಮಾಲ್ಲಿಟ ಯಡ್, ಅನಿರ್ಧರಿತ.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ಚತನರ್ನಣಜ 

ಪೇನವಲಿದಿದದರ  ಇದ ೇ ನಿರ್ಣರ್ ಸರಿಯಾಗನತತದ  ಎಂಬನದನನನ ನಾವು ಗಮನಿಸಬ ೇಕನ ಹಾಗನ 
ವಿಕರ್ಣಗಳು ಚಿತಾ 1 (b) ನಲ್ಲರಿನವಂತ  ಕ ಡನತತವ . ಅದ ೇ ಸಾಧನ ಯು ಎರಡೂ ಚಿತಾಗಳಿಗ  
ಅನವಯಿಸನತತದ .  ಇನ  ನಂದನ ವಿಶ ೇಷವ ಂದರ , ಈ ಪಾತಿಪ್ಾದನ ಗ  ವಿಲ  ೇಮವಂದಿದ .  

 

ಚಿತಾ 1 



ಪ್ರಮೇಯ 2. ಅಭಿಮುಖ ಬಾಹನಗಳ ಎರಡು ಜ್  ೇಡಿಗಳು ಸಮನಾದ ವಗಣಗಳ ಮೊತತಗಳನನನ 
ಹ  ಂದಿದದರ ,  ಚತನರ್ನಣಜದ ವಿಕರ್ಣಗಳು ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬಗಳಾಗಿರನತತವ . 
ಅಂದರ , AB2 + CD2 = AD2 + BC2 ಆಗಿದದಲ್ಲಿ, AC ⊥ BD ಆಗಿರನತತದ . ಓದನಗರು ಇದನನನ ಮೊದಲನ 
ಸಾಧಿಸಲು ಪರ ಯತಿಿ ಸಿ ನಂತರ ಮನಂದೆ ಓದಬೇಕೊಂದು ನಾವು ಆಶಿಸನತ ತೇವ .  
ನಮಮ ಸಾಧನ ರ್ನ ಪ್ ೈಥಾಗ  ೇರಸ್ ಪಾಮೇರ್ದ ಸಾಮಾನಯ ರ ಪವನನನ ಬಳಸನತತದ . △ ABC 

ಅಲ್ಲಿ, a2 ನ ಪರಿಮಾರ್ವು b2 + c2 ಗಿಂತ ಹ ಚನಚ, ಕಡಿಮ ಅಥವಾ ಸಮನಾಗಿರನತತದ  ಹಾಗು ಇದು 

∡𝐴ಕ  ೇನವು 90 ◦ಗಿಂತ ಕಡಿಮ, ಹ ಚನಚ ಅಥವಾ ಸಮನಾಗಿದ ಯೆ ಎಂಬನದರ ಮೇಲ  
ಅವಲಂಬತವಾಗಿರನತತದ .  ನಮಮ ಗನರಿರ್ನ AB2 + CD2 = AD2 + BC2 ಆಗಿದದರ , ∡𝐴𝑂𝐵 = 90 ◦ಆಗಿರನತತದ  ಎಂಬನದನನನ 
ತ  ೇರಿಸನವುದ ೇ ಆಗಿದ .  ನಮಮ ಪಾಸಾತವವು ∡𝐴𝑂𝐵 ಲಘು ಅಥವಾ ವಿಶಾಲಕ  ೇನವಾಗಲನ 
ಸಾಧಯವಿಲಿ ಎಂಬನದನನನ ತ  ೇರಿಸನವುದನ. ಹೇಗ  ಮಾಡಿದಾಗ ನಮಗ  ಬ ೇಕ್ರನವ ಆ ಒಂದ ೇ ಒಂದನ 
ಸಾಧಯತ ರ್ನ ನಮಗ  ದ  ರಕನತತದ .(ರ್ ಕ್ಿಡನಿಗ  ಈ ಪಾಸಾತವವು ಅತಿ ಪಾರ್ವಾದನದನ. ಆತನ ‘ದಿ 

ಎಲ್ಲಮಂಟ್ಸ್’ ಪುಸತಕದ ಹಲವು ಸಾಧನ ಗಳು ಈ ಪಾಸಾತವದ ರಿೇತಿರ್ಲ ಿೇ ಪಾಸನತತಪಡಿಸಲಪಟ್ಟಿವ . 
ಶ ಲಾಣಕ್ ಹ  ೇಮ್್್ನಿಗ  ಇದ ೇ ಪಾಸಾತವ ಇಷಿವಾಗಿತನತ! ಆತನ ಆಭಿಮಾನಿಗಳು ಅವನ 

ಮರ ರ್ಲಾಗದ ವಾಕಯವನನನ ನ ನಪಸಿಕ  ಳಳಬಹನದನ, “ನಾನನ ನಿನಗ  ಎಷನಿ ಬಾರಿ ಹ ೇಳಿದ ದೇನ , 
ಯಾವುದನ ಅಸಾಧಯವ ಅದನನನ ನಿೇನನ ತ ಗ ದನಹಾಕ್ದಾಗ, ಯಾವುದನ ಉಳಿರ್ನತತದ ಯೊ ಅದನ 
ಎಷ ಿೇ ಅಸಂರ್ವನಿೇರ್ವಾಗಿದದರ , ಅದ ೇ ಸತಯ!)  

 ∡𝐴𝑂𝐵ಲಘುಕ  ೇನವ ಂದನ ಪ್ಾಾರಂಭಿಸ  ೇರ್. ಆಗ ∡𝐶𝑂𝐷ಕ ಡ ಲಘುಕ  ೇನವಾಗನತತದ  ಹಾಗನ 
∡𝐵𝑂𝐶ಹಾಗನ∡𝐷𝑂𝐴ವಿಶಾಲಕ  ೇನಗಳಾಗನತತವ . ಪ್ ೈಥಾಗ  ೇರಸ್ ಪಾಮೇರ್ದ ರ ಪವನನನ 
ಸಾಮಾನಯಗ  ಳಿಸನವುದರಿಂದ, ನಮಗ  ಇದನ ದ  ರ ರ್ನತತದ  : 
AB2 < AO2 + BO2 ,    CD2 < CO2 + DO2 , 
AD2 > AO2 + DO2 ,    BC2 > BO2 + CO2 . 
ಇದರ ಜ್  ತ ಗ  ನಮಗ  ದಿವ-ಅಸಮತ ರ್  ದ  ರಕನತತದ  : 
AB2 + CD2 < AO2 + BO2 + CO2 + DO2 < AD2 + BC2, 
ಇದರಿಂದ ನಮಗ  AB2 + CD2 < AD2 + BC2 ಎಂದನ ದ  ರಕನತತದ . ಇದನ ನಾವು ಪ್ಾಾರಂರ್ದಲ್ಲಿ 
ನ  ೇಡಿದಕ ು ವಿರನದಧವಾಗಿದ  : AB2 + CD2 = AD2 + BC2 . 
ಆದದರಿಂದ ∡𝐴𝑂𝐵ಲಘುಕ  ೇನವ ಂಬ ನಮಮ ಊಹ  ತಪುಪ. ∡𝐴𝑂𝐵ಲಘುಕ  ೇನವಾಗಲಾರದನ. 
ಈಗ∡𝐴𝑂𝐵ವಿಶಾಲಕ  ೇನವ ಂದನ ಪ್ಾಾರಂಭಿಸಿದರ , ನಮಗ  AB2 + CD2 > AD2 + BC2 ಎಂದನ 
ದ  ರಕನತತದ . ಇದ  ಸಹ ನಾವು ಪ್ಾಾರಂರ್ದಲ್ಲಿ ನ  ೇಡಿದದಕ ು ವಿರನದಧವಾಗನತತದ  ಆದದರಿಂದ 

ಇದನಿ್ನ  ಬಡಬ ೇಕಾಗನತತದ . ∡𝐴𝑂𝐵ವಿಶಾಲಕ  ೇನವಾಗಲಾರದನ.  ಇವ ರಡರಿಂದ  ∡𝐴𝑂𝐵ಲಂಬಕ  ೇನವ ಂಬ ಸಾರ್ಯ ತೆ ಮಾತರ  ಉಳಿರ್ನವುದನ; i.e., AC ಹಾಗನ BD 

ಎರಡು ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬವಾಗಿರನತತವ . ಈ ತಿೇಮಾಣನಕಾುಗ  ನಾವು ಕಾರ್ನತಿತದನದದನ. 
 

ಸದಿಶಗಳನ್ುು ಬಳಸಿ ಸಾಧಿಸುವುದು. 11 ಹಾಗನ 12 ತರಗತಿಗಳ ವಿದಾಯರ್ಥಣಗಳು ಮೇಲ್ಲನ 1 ಹಾಗನ 
2 ಪಾಮೇರ್ಗಳಿಗ  ಸದಿಶ್ಗಳ ಸಾಧನ ಯಿದ  ಎಂದನ ತಿಳಿರ್ಲನ ಆಸಕತರಾಗಬಹನದನ ; ಎರ ಡ  



ಪಾಮೇರ್ಗಳೂ ಒಂದ ೇ ಸಮರ್ದಲ್ಲಿ ಸಾಧಿಸಲಪಡನತತವ . 

 ನಿೇಡಿರನವ ಚತನರ್ನಣಜ ABCD ದಲ್ಲಿ, ಸದಿಶ್ AB, BC, CD ಗಳನನನ a , b , c ಎಂದನ ಕಾಮವಾಗಿ 

ಗನರನತಿಸ  ೇರ್ ; ಆಗ AD = a + b + c. ಎಂದಾಗನತತದ . ಈಗ ನಮಗ  :  
AB2 = a · a , BC2 = b · b , CD2 = c · c , 
AD2  = ( a + b + c ) · ( a + b + c ) 

 = a · a + b · b + c · c + 2 ( a · b + a · c + b · c ). ಎಂದನ ದ  ರ ರ್ನತತದ .  
ಆದದರಿಂದ AD2 + BC2 − AB2 − CD2 = 2 ( b · b + a · b + a · c + b · c ) 

     = 2 ( a + b ) · ( b + c ) = 2AC · BD . 

ಆದದರಿಂದ AD2 + BC2 − AB2 − CD2 = 0, AC ⊥ BD ಇದದರ  ಮಾತಾ. 
 
ಎರಡನ ೇ ಗುರ್ : ದೃಢತ  
ಪಾಮೇರ್ 2 ಬಹನರ್ನಜಗಳ ದೃಢತ ರ್ ಸಂಬಂಧಕ ು ಪರಿಣಾಮ ಬೇರನತತದ . 
ತಿಾರ್ನಜ ದೃಢವಾದನದ ಂದನ ನಮಗ  ತಿಳಿದಿದ  : ತಿಾರ್ನಜದ ಅಸಮತ ರ್ನನನ ಸಾಧಿಸನವ 3 ಬಾಹನಗಳ 

ಉದದವನನನ ನಿೇಡಿದರೆ (i.e., ಅತಿ ಉದದದ ಬಾಹನವು ಇನನನಳಿದ ಎರಡರ ಮೊತತಕ್ುಂತ ಕಡಿಮ 

ಇರನತತದ ) ಆಗ ಇವುಗಳನನನ ಸರಿದ ಗಿಸನವ ಒಂದ ೇ ಒಂದನ ತಿಾರ್ನಜ ಇದ . ಆದದರಿಂದ ಇದರ 

ರ ಪವು ಬದಲಾಗನವುದಿಲಿ. ತಿಾಭುಜದ ಬಾಹನಗಳಿಗ  ಸಲಾಕ ಗಳನನನ ಬಳಸಿದರ , ಅವುಗಳನನನ ನಟ್ಸ್ 
ಹಾಗನ ಬ  ೇಲ್ಿ್ಗಳಿಂದ ಕ  ನ ರ್ಲ್ಲಿ ಜ್  ೇಡಿಸಿದರ ,  ರಚನ ರ್ನ ದೃಢವಾಗಿ ಹಾಗನ 
ಸಿಿರವಾಗಿರನತತದ ; ಒತತಡಕ  ುಳಗಾದಾಗ ಅದನ ತನಿ್  ಆಕಾರವನನನ ಕಳ ದನಕ  ಳುಳವುದಿಲ.ಿ 
ಆದರೆ ಇದೇ ರಿೇತಿಯಲಿ್ಲ  ಸೃಷ್ಟಿಸಲಾದ ಚತನರ್ನಣಜವು ದೃಢತೆ ಹೊಂದಿರುವುದಿಲ;ಿ ದತ್ತ  

ಉದದಗಳನ್ನು  ಹೊಂದಿರುವ ನಾಲ್ಕು  ಬಾಹನಗಳಿಂದ ಚತನರ್ನಣಜವನನನ ರಚಿಸಿದರ  (ಅತಿೇ ಉದದದ 

ಬಾಹನವು ಇನನನಳಿದ 3 ಬಾಹನಗಳಿಗಿಂತ ಹ ಚಿಚರನತತದ ), ಬಾಹನಗಳನನನ ಒಳಕ ು ತಳಳಬಹನದನ ಅಥವಾ 

ಹ  ರಕ ು ಎಳ ರ್ಬಹನದನ ಹಾಗನ ಇದರ ಆಕಾರ ವಿರ ಪಗ  ಳಿಸಬಹನದನ. ಈ ರಿೇತಿಯಾಗಿ 

ಅಸಂಖ್ಾಯತ ವಿಭಿನನ ಚತನರ್ನಣಜಗಳು ಒಂದ ೇ ಬಾಹನವಿನ ಉದದವನನನ ಹಂಚಿಕ  ಳುಳತತವ . ಚಿತಾ 
2ರಲ್ಲಿ ಇದನನನ ತ  ೇರಿಸಲಾಗಿದ .  ಈಗ ಇರನವ ನಾಲನು ಸಲಾಕ ಗಳನನನ ಬಳಸಿ "ಕ ಡಿದ ಚತನರ್ನಣಜ"ದ 

ನಿಮಾಣರ್ವಾಗಿದೆಯೊಂದುಕೊಳಿ್ಳ . ಮೇಲ  ಹ ೇಳಿದಂತ  ವಿಕರ್ಣಗಳಲ್ಲಿ ಒಳಗ  ಅಥವಾ ಹ  ರಗ  
ಒತತಡಕ  ುಳಪಡಿಸಿದಾಗ ಇದರ ಆಕಾರ ವಿರ ಪಗ  ಳುಳತತದ . ಯಾವುದ ೇ ಸಾಿನದಲ್ಲಿ ವಿಕರ್ಣಗಳು 
ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬವಾಗಿದದರ  ಈ ಗನರ್ ಎಂದಿಗ  ಬದಲಾಗನವುದಿಲ,ಿ ಎಷ ಿೇ 

ಒತತಡಕ  ುಳಪಡಿಸಿದರ  ಚತನರ್ನಣಜದ ಆಕಾರವನನನ ವಿರ ಪಗ  ಳಿಸಲಾಗನವುದಿಲಿ. 
ವಿಕರ್ಣಗಳು ಯಾವಾಗಲ  ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬವಾಗಿರನತತವ .  

 

ಚಿತಾ 2. ಒಂದ ೇ ಉದದದ ಬಾಹನಗಳುಳಳ ಬ ಸ ದ ಚತನರ್ನಣಜಗಳ ಜ್  ೇಡಿ  



 
ಮೂರನ ೇ ಗುರ್ : ಮಧ್ಯಬಂದು ಆಯತ 

ತಿಾರ್ನಜಗಳ ಮಧಯಬಂದನ ಪಾಮೇರ್ದ ಪರಿಚಯವಿರುವ 9 ಮತನತ 10 ನ ೇ ತರಗತಿಗಳಲ್ಲಿ 
ವಿದಾಯರ್ಥಣಗಳಿಗ  ಈ ಗನರ್ ಅಚಚರಿಯೆನಿಸನವುದಿಲಿ. ಇದನನನ ಚಿತಾ 3 ರಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಲಾಗಿದ . 
 
ಚತನರ್ನಣಜ ABCD ಅಲ್ಲ,ಿ AB , BC , CD , DAಬಾಹನಗಳ ಮಧಯಬಂದನಗಳು ಕಾಮವಾಗಿ E , F , G , H 

ಎಂದಿರಲ್ಲ. ಮಧಯಬಂದನ ಪಾಮೇರ್ದ ಮ ಲಕ, EF ಹಾಗನ HG ರ ೇಖ್ಾಖಂಡಗಳು AC ವಿಕರ್ಣಕ ು 
ಸಮಾಂತರವಾಗಿವ  , FG ಹಾಗನ EH ರ ೇಖ್ಾಖಂಡಗಳು BD ವಿಕರ್ಣಕ ು ಸಮಾಂತರವಾಗಿವ . 
ಆದದರಿಂದ ಚತನರ್ನಣಜ EFGH ಸಮಾಂತರ ಚತನರ್ನಣಜ; ಇದನನನ ABCD ಮಧಯಬಂದನ ಸಮಾಂತರ 

ಚತನರ್ನಣಜ ಎಂದನ ಕರ ರ್ನತಾತರ . (ಈ ಫಲ್ಲತಾಂಶ್ವನನನ ವಾರಿಗಾನನ್ ಪಾಮೇರ್ (Varignon’s 

Theorem) ಎನನನತಾತರ . ಇದನ ಎಲಾಿ ಚತನರ್ನಣಜಗಳಿಗ  ಸರಿಯಾಗನತತದ ). ಆದದರಿಂದ ABCDರ್ 

ವಿಕರ್ಣಗಳು ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬವಾಗಿದದರ  EFGHನ ಎಲಾಿ ಕ  ೇನಗಳು 

ಲಂಬಕ  ೇನಗಳಾಗನತತವ . ಇದನ ಪಾಮೇರ್ 3 ಅನನನ ನಿೇಡನತತದ . 
 
ಪ್ರಮೇಯ 3. ಚತನರ್ನಣಜದ ವಿಕರ್ಣಗಳು ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬವಾಗಿದದರ , ಅದರ ಮಧಯಬಂದನ 
ಸಮಾಂತರ ಚತನರ್ನಣಜ ಯಾವಾಗಲ  ಆರ್ತವಾಗಿರನತತದ . 
ಮನಂಚಿನಂತ ಯೆೇ, ಚತನರ್ನಣಜವು ಪೇನವಲಿದಿದದರ  ಚಿತಾ 3 (b)ನಂತ  ಈ ಫಲ್ಲತಾಂಶ್ 

ಸರಿಯಾಗನತತದ . ಮಧಯಬಂದನ ಸಮಾಂತರ ಚತನರ್ನಣಜವನನನ ಈಗ ಮಧಯಬಂದನ ಆರ್ತ ಎಂದನ 
ಕರ ರ್ಬಹನದನ.  ಮನಂದಿನಂತ  ಪಾಮೇರ್ 3 ರ ವಿಲ  ೇಮವೂ ಸರಿಯಿದ .  
ಪ್ರಮೇಯ 4. ಚತನರ್ನಣಜದ ಮಧಯಬಂದನ ಸಮಾಂತರ ಚತನರ್ನಣಜವು ಆರ್ತವಾಗಿದದರ , 
ಚತನರ್ನಣಜದ ವಿಕರ್ಣಗಳು ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬವಾಗಿರನತತವ . 
ಇದರ ಪುರಾವ  ಬಹಳ ಸನಲರ್ವಾಗಿರನವುದರಿಂದ, ನಾವು ಅದನನನ ಬಟ್ಟಿದ ದೇವ .  
 
ನಾಲಕನ ೇ ಗುರ್ : ಮಧ್ಯಬಂದು ವೃತತ  
ಆರ್ತವು ಚಕ್ಾೇರ್ ಚತನರ್ನಣಜದ ವಿಶ ೇಷ ಪಾಕರರ್ವಾಗಿದ . ಆದದರಿಂದ ಯಾವುದ ೇ 

ಚತನರ್ನಣಜದಲ್ಲಿ ಅದರ ವಿಕರ್ಣಗಳು ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬವಾಗಿದದಲ್ಲಿ, ಅದರ 4 ಬಾಹನಗಳ 

ಮಧಯಬಂದನಗಳ ಮ ಲಕ ಹಾದನಹ  ೇಗನವಂತ  ವೃತತವಂದನ ಇರನತತದ . ವೃತತವನನನ ಛ ೇದಿಸನವ 

ರ ೇಖ್ ರ್ನ ಎರಡನ ೇ ಬಂದನವಿನಲ್ಲಿರ್  ಅದನ ನೇ ಮಾಡಬ ೇಕನ (ಮೊದಲನ ಛ ೇದಿಸಿದ 

ಬಂದನವಿನಿಂದ ಸಾಧಯವಾದರ , ಅದನ ಸಪಶ್ಣರ ೇಖ್ ಯಾಗನತತದ  ) ಈಗ ಮಧಯಬಂದನ ವೃತತವು ಎಲಾಿ ನಾಲನು ಬಾಹನರ ೇಖ್ ಗಳನನನ ಛ ೇದಿಸಬ ೇಕನ, ಇದರಿಂದ ನಾಲನು 
ವಿಶ ೇಷ ಬಂದನಗಳು ದ  ರ ರ್ನತತವ  ; ಚಿತಾ 4 ಅನನನ ನ  ೇಡಿ. ಬಂದನಗಳು ಯಾವುವು? 
ಚಿತಾ 4 ಈ ಸಂದರ್ಭವನ್ನು  ಸೂಚಿಸುತ್ತ ದೆ. ಬಾಹನಗಳ ಮಧಯಬಂದನಗಳು ಕಾಮವಾಗಿ E , F , G , H 

ಹಾಗನ ವೃತತ (EFGH) ನಾಲನು ಬಾಹನಗಳನನನ I , J , K , L ಎಂಬ ನಾಲನು ಬಂದನಗಳಲ್ಲಿ ಛ ೇಧಿಸನತತದ . 

 

 

ಚಿತಾ 3 



(ಕ ಳಗಿನ ಚಿತತದಲ್ಲಿ L ಹಾಗನ H ಎರ ಡ  ಒಂದ ೇ ಬಂದನವಿನಲ್ಲವಿ , ಸಾಮಾನಯವಾಗಿ ಇದನ 
ಹೀಗಾಗನವುದಿಲಿ.)   
EG ಹಾಗನ FH ರ ೇಖ್ಾಖಂಡಗಳು (EFGH ಆರ್ತದ ವಿಕರ್ಣಗಳು) ವೃತತದ ವಾಯಸಗಳಾಗಿರನವುದರಿಂದ 

I ಎಂಬನದನ Gನಿಂದ AB ರ ೇಖ್ ಗ  ಎಳ ದಿರನವ ಲಂಬವಾಗಿದ ; J  ಎಂಬನದನ Hನಿಂದ BC ರ ೇಖ್ ಗ  
ಎಳ ದಿರನವ ಲಂಬವಾಗಿದ ; Kಎಂಬನದನ Eನಿಂದ CD ರ ೇಖ್ ಗ  ಎಳ ದಿರನವ ಲಂಬವಾಗಿದ ; L ಎಂಬನದನ 
F ನಿಂದ DA ರ ೇಖ್ ಗ  ಎಳ ದಿರನವ ಲಂಬವಾಗಿದ  (ಥ ೇಲ್್್ನ ಪಾಮೇರ್ದಿಂದ : "ಅರ್ಭವೃತತದಲ್ಲಿರನವ 

ಕ  ೇನವು ಲಂಬಕ  ೇನವಾಗಿರನತತದ ") ನಾವು ಈಗ ನಾಲನು ಹ  ಸ ಬಂದನಗಳು ಯಾವುವ ಂದನ 
ಗನರನತಿಸಿದ ದೇವ  : ಅವು ಒಂದನ ಬಾಹನವಿನ ಮಧಯಬಂದನವಿನಿಂದ ಅಭಿಮುಖ ಬಾಹನಗಳಿಂದ ಎಳ ದ 

ಲಂಬಗಳ ಕಾಲನಗಳು. ಎಂಟನ ಬಂದನಗಳ ಮ ಲಕ ಹಾದನಹ  ೇಗನವ ವೃತತವನನನ ಚತನರ್ನಣಜದ 

ಎಂಟನ-ಬಂದನಗಳ ವೃತತವ ಂದನ ಕರ ರ್ನತಾತರ (ಇದು ಸುಪರಿಚಿತ್ ಒಂಬತನತ ಬಂದನ ವೃತತದಂತ ). 

 
ನಾವು ಬಡಿಸಿರನವ ನಾಲನು ಲಂಬಗಳನನನ (ಒಂದನ ಬಾಹನವಿನ ಮಧಯಬಂದನವಿನಿಂದ ಅಭಿಮುಖ 

ಬಾಹನಗಳಿಗ ) ಚತನರ್ನಣಜದ ಮಾಲ್ಲಿಟ ಯಡ್ ಎಂದನ ಕರ ರ್ನತಾತರ . ಇದ ೇ ರಿೇತಿರ್ ರಚನ ರ್ನನನ 
ಯಾವುದ ೇ ಚತನರ್ನಣಜಕ ು ಮಾಡಬಹನದನ. ಮೇಲ  ಹ ೇಳಿದ ಪಾಮೇರ್ವನನನ ಇನ ನ ಸಮರ್ಭವಾಗಿ 

ಹೇಗ  ಹ ೇಳಬಹನದನ: ಪ್ರಮೇಯ 5. ಚತನರ್ನಣಜದ ವಿಕರ್ಣಗಳು ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬವಾಗಿದದಲ್ಲಿ, ನಾಲನು ಬಾಹನಗಳ 

ಮಧಯಬಂದನಗಳು ಹಾಗನ ನಾಲನು ಮಾಲ್ಲಿಟ ಯಡ್ಗಳ ಕಾಲನಗಳು ಒಂದ ೇ ವೃತತದ ಮೇಲ  ಬೇಳುತತವ . 
ಈ ಹ ೇಳಿಕ ರ್ ವಿಲ  ೇಮವೂ ಸರಿಯಿದ : 
ಪ್ರಮೇಯ 6.  ನಾಲನು ಬಾಹನಗಳ ಮಧಯಬಂದನಗಳು ಹಾಗನ ನಾಲನು ಮಾಲ್ಲಿಟ ಯಡ್ಗಳ ಕಾಲನಗಳು 
ಒಂದ ೇ ವೃತತದ ಮೇಲ  ಬದದರ , ಆಗ ಚತನರ್ನಣಜದ ವಿಕರ್ಣಗಳು ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬವಾಗಿರನತತವ . 
 
ಐದನ ೇ ಗುರ್ : ಬರಹ್ಮಗುಪ್ತನ್ ಪ್ರಮೇಯ 

ಈ ವಿಭಾಗದಲ್ಲ,ಿ ವಿಕರ್ಣಗಳು ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬವಾಗಿರನವ ಚಕ್ಾೇರ್ ಚತನರ್ನಣಜಗಳ ಒಂದನ 
ಆಸಕ್ತದಾರ್ಕ ಗನರ್ದ ಬಗ ೆ ತಿಳಿರ್ನತ ತೇವ  ಆದದರಿಂದ ಚತನರ್ನಣಜಕ ು ನಾವು 'ಚಕ್ಾೇರ್' ಎಂಬ 

ಒಂದನ ಹ ಚನಚವರಿ ಗನರ್ವನನನ ನಿೇಡಿದ ದೇವ . ಈಗ ಚಚಿಭಸುವ ಗನರ್ವನನನ ಮೊದಲನ 
ತ  ೇರಿಸಿದವರು ಭಾರತಿೇರ್ ಗಣಿತಶಾಸರಜ್ಞ  ಬಾಹಮಗನಪತ (7ನ ೇ AD).  ಚಿತಾ 5 ಈ ಗನರ್ವನನನ ಬತತರಿಸನತತದ . ಇಲ್ಲಿ ಪಾಶ ನರ್ಲ್ಲಿರನವ ಚತುರ್ನಣಜವು ABCD, ಇದರ 

ವಿಕರ್ಣಗಳು AC ಹಾಗನ BD ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬವಾಗಿವ . ಇದರ ಮಧಯಬಂದನಗಳು E , F , G , H 

ಹಾಗನ EFGH ಒಂದನ ಆರ್ತ. E , F , G , Hಗಳ ಮ ಲಕ ಹಾರ್ನವ ವೃತತವು ನಾಲನು ಬಾಹನಗಳನ್ನು  

ಮತ  ತಮಮ I , J , K , L ಬಂದನಗಳಲ್ಲ ಿಛ ೇಧಿಸನತತದ .  

 

ಚಿತಾ 4 



EK , FL , GI , HJ ರ ೇಖ್ಾಖಂಡಗಳನನನ ರಚಿಸಿದರೆ ಅವು AC ಹಾಗನ BD ಬಾಹನಗಳ ಛ ೇಧಕ ಬಂದನವಿನ 

ಮ ಲಕ ಹಾದುಹೋಗುವುದು ತಿಳಿಯುತತದೆ. ಈಗ 6 ವಿವಿಧ ರ ೇಖ್ಾಖಂಡಗಳು ಒಂದ ೇ ಬಂದನವಿನ 

ಮ ಲಕ ಹಾದನ ಹ  ೇಗನತಿತವ .  
ಇದಲಿದ , EK ⊥ CD, FL ⊥ DA, GI ⊥ AB ಹಾಗನ HJ ⊥ BC ! 

ಎಂಥಹ ಸನಂದರ ಫಲ್ಲತಾಂಶ್.  ನಾವು ಇದನನನ ಔಪಚಾರಿಕವಾಗಿ , ಪಾಮೇರ್ವ ಂದನ ಕರ ರ್ನತ ತೇವ . ([3] 

ನ್ನು  ನೀಡಿ) 
ಪ್ರಮೇಯ 7 (ಬಾಹಮಗನಪತ). ಚತನರ್ನಣಜವು ಚಕ್ಾೇರ್ ಹಾಗನ ಲಂಬ-ವಿಕಣಧ ಎರಡ  ಆಗಿದದಲ್ಲಿ, 
ವಿಕರ್ಣಗಳು ಛ ೇಧಿಸನವ ಬಂದನವಿನಿಂದ ಯಾವುದ ೇ ಬಾಹನವಿಗ  ಎಳ ದ ಲಂಬವು ವಿರನದದ 

ಬಾಹನವನನನ ಎರಡು ಸಮಭಾಗಗಳನ್ನಾಗಿ ವಿಭಾಗಿಸುತತದೆ. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ಆರನ ೇ ಗುರ್ : ವಿಸ್ತ ೀರ್ಣ  
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ಈ ಲ ೇಖನವನನನ ಚತನರ್ನಣಜಗಳ ವಿಸಿತ ೋಣಧಗಳ ಬಗ ೆ ಚಚ ಣಯೊಂದ ಮನಕಾತರ್ಗ  ಳಿಸನತ ತೇವ .  
ನಾವು ಈ ಪಾಶ ನರ್ನನನ ಪರಿೇಕ್ಷಿಸಲ್ಲದ ದೇವ : ಚತನರ್ನಣಜದ ನಾಲನು ಬಾಹನಗಳು ಹಾಗನ ಎರಡು 

ವಿಕರ್ಣಗಳ ನಡನವಿನ ಕ  ೇನವನನನ ನಾವು ತಿಳಿದಿದದರ , ಅದರ ವಿಸಿತ ೋಣಧವನನನ 
ಕಂಡನಹಡಿರ್ಬಹನದ ೇ?  ಈ ಪರಶ್ನಾಗೆ ಉತತ ರ ಸಾಮಾನ್ಯ ವಾಗಿ "ಹೌದು" ಎಂದು ನಾವು ಸಾಧಿಸಿ ತೀರಿಸುತೆತ ೀವೆ, ಆದರೆ ಇದಕ್ಕು  

ಕೊೊಂಚ ವಿವರಣೆಯ ಅಗತ್ಯ ವಿದೆ. ಈ ಕಥೆಗೆ ನಿೇವು ನಿರಿೇಕ್ಷಿಸದ ತಿರನವಂದಿದ . 
 
ಚತನರ್ನಣಜವನನನ ABCD ಎಂದನ ಹ ಸರಿಸಿ, AB , BC , CD , DA ಬಾಹನಗಳ ಉದದವು  ಕಾಮವಾಗಿ a , b , c 

, d , AC ಹಾಗನ BD ವಿಕರ್ಣಗಳ ಛ ೇಧಕ ಬಂದನವು O ಆಗಿರಲ್ಲ, ಹಾಗನ ವಿಕರ್ಣಗಳ ನಡನವಿನ 

ಕ  ೇನವು θ ಆಗಿರಲ್ಲ. ನಾವು ವಿಸಿತ ೋಣಧ  k ಅನನನ a , b , c , d , θ ಗಳ ರ ಪದಲ್ಲಿ ಕಂಡನಹಡಿರ್ಬ ೇಕನ. 

ತಿಾರ್ನಜದ ಸ ೈನ್ ಸ ತಾವನನನ ಬಳಸಿದಾಗ, ಚತನರ್ನಣಜದ ವಿಸಿತ ೋಣಧ ಇದೆಂದು ಸನಲರ್ವಾಗಿ 

ತ  ೇರಿಸಬಹನದನ 𝑘 =
1

2
𝐴𝐶 × 𝐵𝐷 × 𝑠𝑖𝑛𝜃 . 

ನಾವು ಮೊದಲನ ೇ ವಿಭಾಗದಲ್ಲಿ ತ  ೇರಿಸಿದಂತ  AD2 + BC2 − AB2 − CD2 = 2AC · BD 

|𝐴𝐷2 + 𝐵𝐶2 − 𝐴𝐵2 − 𝐶𝐷2| = 2𝐴𝐶 × 𝐵𝐷 × |𝑐𝑜𝑠𝜃| 
 

(ಇಲ್ಲಿ ನಾವು ನಿರಪೋಕಷ ಮೌಲ್ಯವನನನ ಬಳಸಿದ ದೇವ , ಇಲ್ಲಿ ಚಿಹ ನಗಳು ನಗರ್ಯ; ನಮಗ  ಬ ೇಕ್ರನವುದನ 

ನಿರಪೋಕಷ ಮೌಲ್ಯ ಮಾತಾ) 

ಆದದರಿಂದ  

AC × BD = 
|𝐴𝐷2+𝐵𝐶2−𝐴𝐵2−𝐶𝐷2|

2|𝑐𝑜𝑠𝜃|
 

ಇದನ ನಮಗ  ಬ ೇಕ್ರನವ ಚತನರ್ನಣದ ವಿಸಿತ ೋಣಧ ರ್ ಸ ತಾವನನನ ನಿೇಡನತತದ  
k = 

|𝐴𝐷2+𝐵𝐶2−𝐴𝐵2−𝐶𝐷2|×|𝑡𝑎𝑛𝜃|

4
 

ಈ ಹಂತದಲ್ಲಿ ನಮಗ  ವಿಶ ೇಷವಾದ ಫಲ್ಲತಾಂಶ್ ದ  ರಕನತತದ . ಇಲ್ಲಿರನವ ಚತನರ್ನಣಜ ನಾವು 
ಪರಿೇಕ್ಷಿಸನತಿತರನವ ಚತನರ್ನಣಜವಾಗಿದದರ  i.e., ವಿಕರ್ಣಗಳು ಒಂದಕ  ುಂದನ ಲಂಬವಾಗಿದದರ . 
ಮೇಲ್ಲನ ಸ ತಾದಲ್ಲಿ ನಮಗ  ಅನಿರ್ಭರಿತ್ ರ ಪ (indeterminate form) ವಂದನ ದ  ರಕನತತದ  ! 
ಇಲ್ಲಿನ ಅಂಶ್ದಲ್ಲಿ θ = 900 ಇದದರ  0 × ∞ ಎಂಬ ಗನರ್ಲಬಧ ದ  ರ ರ್ನತತದ . ಇದನನನ ಸೂಕ್ಷ್ಮ ವಾಗಿ 

ಜ್ಯಯ ಮಿತೀಯವಾಗಿ ಅವಲೀಕಿಸಿದಾಗ, ಇದು ಸಂಖ್ಯಯ ಗಳ ಆಟ ಅರ್ವಾ ವೈಚಿತ್್ ಯ ವಾಗಿರದೆ ನಿಜಕ್ಕು  

ವಿಸಿತ ೀರ್ಭವನ್ನು  ಕಂಡುಹಡಿಯಲಾಗುವುದಿಲಿ್ವೆೊಂಬ ನಿರ್ಭಯಕ್ಕು  ಬರಬೇಕಾಗುತ್ತ ದೆ !  
ವಿಭಾಗ II ರಲ್ಲಿ ಮಾಡಿದ ವಿಮಶ ಣಗಳು ಇದನನನ ಸ್ಪ ಷಟ ಪಡಿಸುತತ ವೆ; ಚತುಭುಧಜವು ದೃಢವಲ್ಲ  

ಎೊಂದು ನಾವು ತೋರಿಸಿದೆದ ೋವೆ; ಆಕಾರದಲಿ್ಲ  ಬದಲಾವಣೆಗಳಾಗಬಹುದು. ಆದರೆ ಅದರ 

ವಿಕಣಧಗಳು ಪರಸ್ಪ ರ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಗುಣ ಅಚಲ್ವಾದುದು. ಒೊಂದು  ಗುರ್ವು ನಿದಿಭಷ್ಟ  

ವಿನಾಯ ಸದಲಿ್ಲ  ಸತ್ಯ ವಾಗಿದದ ರೆ ಅದು ಯಾವಾಗಲೂ ಸತ್ಯ ವಾಗಿರುತ್ತ ದೆ. ಈ ಸನಿನವ ೇಶ್ದಲ್ಲಿ ನಾವು 
ನ  ೇಡನವುದ ೇನ ಂದರ , ಆ ವಿಸಿತ ೋಣಧವು ಮೌಲಯಗಳ ನಿರಂತರತ ರ್ನನನ ಪಡ ದನಕ  ಳಳಲ್ಕ 

ಸಾರ್ಯ ವಿದೆ ಹಾಗು ಆ ಕಾರರ್ದಿೊಂದಲೇ ಅದು ಅನಿರ್ಭರಿತ್ ರೂಪವನ್ನು  ಹೊಂದಿದೆ.  

ಗಾಳಿಪ್ಟದ ಪ್ರಕರರ್. ಇದರದೇ ಆದ, ಸುಲ್ರ್ಗ್್ರ ಹ್ಯ ವೆನ್ು ಬಹುದಾದ ನಿದಿಭಷ್ಡ  

ಪ್ ಕರರ್ವೊಂದಿದೆ. (ಚಿತರ  7)  
: ಪಕಕ ದ ಜೋಡಿ ಬಾಹುಗಳು ಸ್ಮಾನ್ ಉದದ ವನಿ್ನ  ಹೊಂದಿರುವಾಗ (ಅೊಂದರೆ ಗಾಳಿಪಟ). 



 
ABCD ಹಾಗನ A ′ B ′ C ′ D ′ ಚಿತಾಗಳು (ಗಾಳಿಪಟಗಳು , AD = CD = A ′ D ′ = C ′ D ′ ಹಾಗನ 
AB = BC = A ′ B ′ = B ′ C ′ ) ಅಸಮನಾದ ವಿಸಿತ ೋಣಧ ರ್ನನನ ಹ  ಂದಿವ . ಲಂಬ ವಿಕರ್ಣದಗುೊಂಟ 

ಕಿರಿದಾಗಿಸಿದರೆ,  ವಿಸಿತ ೋಣಧರ್ನನನ ನಮಗ  ಬ ೇಕಾದಂತ  ಕಡಿಮ ಮಾಡಬಹನದನ. ಶಿಥಿಲ್ 

(degenerate) ಚತನರ್ನಣಜ ಇಲ್ಲಿರನವ ಮಿತಿಯಾಗಿದ  (ಅೊಂದರೆ ಇಲಿ್ಲ  ವಿಸಿತ ೀರ್ಭವು ಸೊನ್ನು  

ಆಗಿರುತ್ತ ದೆ) .  
ವಜ್ಾರಕೃತಿಯ ಪ್ರಕರರ್. ಮೇಲ  ಹ ೇಳಿದ ಪಾಕರರ್ವು ವಜ್ಾಾಕೃತಿರ್ಲ್ಲಿ ಇನ ನ ಸನಲರ್ವಾಗಿ 

ಕಾಣಿಸನತತದ . 
ವಜ್ಾಾಕೃತಿಗ  a ಎಂಬ ಬಾಹನವಿರಲ್ಲ ಹಾಗನ ಇದರ ಕ  ೇನಗಳು α ಹಾಗನ 180 ◦ − α ಎಂದರ  
0 ◦ < α ≤ 90 ◦ (ಚಿತಾ 8 ಅನನನ ನ  ೇಡಿ) ಆಗಿರಲ್ಲ. ಆಗ ವಜ್ಾಾಕೃತಿರ್ ವಿಸಿತ ೋಣಧ  a2 sin α . 

α ದ ಮೌಲಯವು 0 ◦ ಹಾಗನ 90 ◦ರ ಮಧಯದಲ್ಲಿದ  , ಇದರಿಂದಾಗಿ ವಜ್ಾಾಕೃತಿರ್ ವಿಸಿತ ೋಣಧವು  0 ಹಾಗನ 
a2 ರ ಮಧಯದ ಯಾವುದೇ ಬೆಲೆಯನ್ನು  ಹೊಂದಬಹುದಾಗಿದೆ. 
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