
ಸಮಸ್ಯಾ ಕಟ್ಟೆ 

ಲಂಬಕ  ೋನ ತ್ರಿಕ  ೋನಕ ೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಪ್ಿಮೋಯ 
ಕ  ಮ್ಯಾಕ್ 

 

ತ್ರಿಕಟ ೋನವನನು ಕನರಿತಯದ ಈ ಕಟಳಕಂಡ ಸ್ಟ ಗಸ್ಯದ ಜ್ಯಾಮಿತೋಯ ಫಲಿತಯಂಶವು 2016ರ ರಿೋಜನಲ್ 

ಮ್ಯಾಥಮ್ಯಾಟಿಕ್ಸ್ ಒಲಿಂಪಿಯಯಡ್(RMO)ನಲಿಿ ಕಂಡನಬಂದ ಸಮಸ್ಟಾಯನನು ಆಧರಿಸಿದಟ.  
 

ABC ಒಂದನ ಅಸಮಬಯಹನ ತಿಕಟ ೋನವಯಗಿರಲಿ ಮತ್ನು D ಬಂದನವು BC ಬಯಹನವಿನ 

ಮಧಾಬಂದನವಯಗಿರಲಿ. ಮಧಾರಟೋಖಟ (ಮಿೋಡಿಯನ್) AD ಯನನು ಎಳಟಯಿರಿ. D ಬಂದನವಿನ ಮ ಲಕ AD 

ರಟೋಖಟಗಟ ಲಂಬವಯದ ರಟೋಖಟಯಂದನನು ಎಳಟಯಿರಿ ಮತ್ನು ಈ ರಟೋಖಟಯನ AB ಮತ್ನು AC ರಟೋಖಟಗಳ 

ವಿಸುರಿಸಿದ ರಟೋಖಯಖಂಡಗಳನನು ಕಿಮವಯಗಿ K  ಮತ್ನು L ಗಳಲಿಿ ಸಂಧಿಸಲಿ. ಆಗ BAC ಕಟ ೋನವು 

ಲಂಬಕಟ ೋನವಯಗಿದದರಟ ಮ್ಯತ್ಿ B, C, K, L ಬಂದನಗಳು ಒಂದಟೋ ವೃತ್ುದ ಮೋಲಟ ಇರನವಂತ್ಹ 

ಬಂದನಗಳಯಗಿರನತ್ುವಟ. (ಚಿತ್ಿ 1 ನಟ ೋಡಿ).  

ಚಿತ್ಿ 1  

ಇದನನು ಒಂದನ ದಿಕ್ಕಿನಲಿಿ ವಾಕುಪಡಿಸನವುದನ ಸನಲಭ (ತಿಕಟ ೋನವು ಲಂಬ ತಿಕಟ ೋನವಯಗಿದದರಟ, ಆಗ 

ನಯಲ ಿ ಬಂದನಗಳು ಸಹವೃತ್ುಸಥ (ಕಯನ್್ಸ್ಟೈಕಿ್ಕಕ್ಸ) ಆಗಿರನತ್ುವಟ). ಆದರಟ ಪಿತಲಟ ೋಮವನನು 

ವಾಕುಗಟ ಳಿಸನವುದನ ಹಟಚಿಿನ ಸವಯಲನನು ಒಡನುತ್ುದಟ. ಮನಂದಿನ ವಾಕುಗಟ ಳಿಸನವಿಕಟ (ಫಯವವಡವ 

ಇಂಪಿಿಕಟೋಶನ್)ಗಟ ನಯವು ಜ್ಯಾಮಿತೋಯ ಪರಿಹಯರವನನು ನೋಡಿ, ನಂತ್ರ ಬೋಜಗಣಿತೋಯ 

ಪರಿಹಯರವನ ು ಸ ಚಿಸ್ಟ ೋಣ; ಇದರಲಿಿ ಎರಡನ ವಿಧದ ವಾಕುಪಡಿಸನವಿಕಟಗಳೂ ಏಕಕಯಲದಲಿಿ 

ಸ್ಯಥಪನಟಗಟ ಳುುತ್ುವಟ.  

ನಯಲ ೆ ಬಂದುಗಳು ಸಹವೃತ್ತಸಥ ಎನುುವುದಕ ೆ ಜ್ಯಾಮಿತ್ರೋಯ ಋಜುವಯತ್ು: ⦟BAC ಯನ 

ಲಂಬಕಟ ೋನವಟಂದನ ನೋಡಲಯಗಿದಟ. ಬಂದನಗಳಯದ B. K. L ,C ಗಳು ಸಹವೃತ್ುಸಥ ಬಂದನಗಳಟಂದನ 

ಋಜನವಯತ್ನ ಮ್ಯಡಬಟೋಕನ.  

------------------------------------------------------------------------------ 

ಪಿಮನಖ ಪದಗಳು: ಕಟ ಸ್ಟೈನ್ ನಯಮ, ಛಟೋದಿಸನವ ಜ್ಯಾಗಳ ಪಿಮೋಯ, ಅಡುಹಯಯದ ಜ್ಯಾಗಳ 

ಪಿಮೋಯ, ಅಪೋಲಟ ೋನಯಸ್, ಬಂದನವಂದರ ಸ್ಯಮಥಾವ 

ನಯಲನಿ ದತ್ು ಬಂದನಗಳು ಸಹವೃತ್ುಸಥಗಳಟಂದನ ಋಜನವಯತ್ನಗಟ ಳಿಸಲನ ಬಳಸನವ ಮೊದಲ 

ವಿಧಯನವಟಂದರಟ ಕಟ ೋನ-ಹಂಬಯಲಿಸನವ ಮ್ಯಗವ: ಎಂದರಟ ಎರಡನ ಕಟ ೋನಗಳು ಸಮ ಎಂದನ 

ತಟ ೋಪವಡಿಸನವುದನ. ಪಿಸನುತ್ ಸಂದಭವದಲಿ,ಿ ⦟AKD = ⦟ACD ಅಥವಯ ⦟ALD  = ⦟ABD  ಎಂದನ 



ಸ್ಯಥಪಿಸಿಬಟ್ೆರಟ ಸ್ಯಕನ. (ಈ ಎರಡ  ಹಟೋಳಿಕಟಗಳು ಪರಸಪರ ಸಮವಯಗಿವಟ ಎನನುವುದನ ಸಪಷ್ೆ ). ಚಿತ್ಿ 2 

ನಟ ೋಡಿ; ನಯವು x = y  ಎಂದನ ಸ್ಯಧಿಸಿ ತಟ ೋರಿಸಬಟೋಕನ.  

 

ಚಿತ್ಿ 2 

 

x = z ಮತ್ನು y = z ಎಂಬನದನನು ಗಮನಸಿದಯಗ ನಯವು ಬಯಸನತುರನವ ಸಮ್ಯನತಟಯನ 

ಸ್ಯಾಭಯವಿಕವಯಗಿಯೋ ಗಟ ೋಚರವಯಗನತ್ುದಟ.   y = z ಏಕಟ ಎಂಬನದನನು ಅರಿಯಬಟೋಕಯದರಟ, ಕಟ ೋನಗಳಯದ 

x ಮತ್ನು y  ಎರಡ   ⦟ALK ಗಟ ಪೂರಕವಯಗಿವಟ ಎಂಬನದನನು ಗಮನಸಿ. (ಮತ್ನು ಇದಕಟಿ 

ಕಯರಣವಟೋನಟಂದರಟ ⦟LAK ಮತ್ನು  ⦟ADL ಗಳು ಲಂಬ ಕಟ ೋನಗಳು). x = z   ಏಕಟ ಎಂಬನದನನು 

ಅರಿಯಬಟೋಕಯದರಟ , △ABC  ಒಂದನ ಲಂಬಕಟ ೋನ ತಿಕಟ ೋನವಯಗಿದನದ, ಅದರ ಲಂಬಕಟ ೋನವು A ಯಲಿಿದಟ 

ಎಂಬನದನನು ಗಮನಸಿ. ಅದರ ಪರಿವೃತ್ುವು ವಿಕಣವ BC ಯ ಮಧಾಭಯಗದಲಿಿದಟ. ಎಂದರಟ ಬಂದನ B 

ಯನ ಶೃಂಗಗಳಯದ A, B, ಮತ್ನು C ಗಳಿಗಟ ಸಮ್ಯನಯಂತ್ರದಲಿಿದಟ. ಆದದರಿಂದ DA = DC, ಮತ್ನು ತ್ತಯಿರಣ x 

= z .  

ಈ ರಿೋತಯಲಿ ಿಮನಂದಿನ ವಾಕುಗಟ ಳಿಸನವಿಕಟಯನನು ಋಜನವಯತ್ನ ಮ್ಯಡಲಯಯಿತ್ನ: ⦟BAC ಯನ 

ಲಂಬಕಟ ೋನವಯಗಿದದರಟ, ಆಗ B,  K, C, L ಬಂದನಗಳು ಸಹವೃತ್ುಸಥವಯಗಿರನತ್ುವಟ.  

ಪಿತಲಟ ೋಮ ವಾಕುಗಟ ಳಿಸನವಿಕಟಗಟ, ಜ್ಯಾಮಿತೋಯ ಕಿಮವು ಸಿಗದನ ಎನಸನತ್ುದಟ; ಆದದರಿಂದ 

ಬೋಜಗಣಿತೋಯ ಕಿಮವನನು ಆಯಿ ಮ್ಯಡಿಕಟ ಳುುತಟುೋವಟ. ಈ ಕಟಳಕಂಡ ಫಲಿತಯಂಶಗಳು ನಮಗಟ 

ಬಟೋಕಯಗನತ್ುವಟ:  

(i) ಕಟ ಸ್ಟೈನ್ ನಯಮ: △ABC ಯಲಿಿ c2 = a2 + b2 − 2ab cos C, ಇತಯಾದಿಗಳನನು ನೋಡಲಯಗಿದಟ;  

(ii) ಛಟೋದಿಸನವ ಜ್ಯಾಗಳ ಪಿಮೋಯವು ಅಡುಹಯಯದ ಜ್ಯಾಗಳ ಪಿಮೋಯವಟಂದನ ಕರಟಯಲಯಗನತ್ುದಟ ಮತ್ನು 

‘ಬಂದನವಂದರ ಸ್ಯಮಥಾವ’್ಎಂಬ ಪರಿಕಲಪನಟಗಟ ಸಂಬಂಧಿತ್ವಯಗಿದಟ: O ಅನನು ಕಟೋಂದಿವಯಗಿ ಉಳು 

ಮತ್ನು r ತಿಜಾವುಳು ವೃತ್ುದಲಿ,ಿ ಆ ವೃತ್ುದ ಎರಡನ ಜ್ಯಾಗಳಯದ EF ಮತ್ನು GH ಗಳು P ಬಂದನವಿನಲಿ ಿ

ಸಂಧಿಸಿದರಟ (ಈ ಬಂದನವು ವೃತ್ುದ ಒಳಗಟ ಅಥವ ಹಟ ರಗಟ ಇರಬಹನದನ), ಆಗ ಈ ಕಟಳಕಂಡ 

ಸಮ್ಯನತಟಯನ ಸಂಭವಿಸನತ್ುದಟ:  

PE ・ PF = PO 2 − r2 = PG ・ PH. 

(ಇಲಿಿನ ಅಂತ್ರಗಳಿಗಟ ಚಿಹಟುಗಳಿವಟ (signed) ಎಂಬನದನನು ಗಮನಸಿ; ಆದದರಿಂದ  PE ಮತ್ನು PF ಗಳು 

ಪರಸಪರ ವಿರನದಧ ದಿಕ್ಕಿನಲಿಿ ಗನರನತಸಲಯಗಿದದರಟ, ಆಗ PE ・ PF ≤ 0.) ನಮಗಟ ಇದರ ಪಿತಲಟ ೋಮ 

ಪಿಮೋಯವೂ ಬಟೋಕನ (ಮತ್ನು ಅದ  ಸಹ ಸತ್ಾವಯದನದಟೋ): PE ・ PF = PG ・ PH  ಸಮಿೋಕರಣಕಟಿ 

ಅನನಗನಣವಯಗಿ ಸಮತ್ಳಿೋಯ (coplanar) ಬಂದನಗಳಯದ E, F, G, H ಗಳನನು ಇರಿಸಿದರಟ ಮತ್ನು ಹೋಗಟ 



ಇರಿಸಿದಯಗ EF ಮತ್ನು GH ರಟೋಖಟಗಳು P ಬಂದನವಿನಲಿಿ ಸಂಧಿಸಿದರಟ, ಆಗ E, F, G ಮತ್ನು H ಬಂದನಗಳು 
ಸಹವೃತ್ುಸಥ ಬಂದನಗಳಯಗಿರನತ್ುವಟ.  

(iiI) ಅಪೋಲಟ ೋನಯಸ್ ಪಿಮೋಯವು ಈ ಕಟಳಕಂಡ ಸಂಬಂಧವನನು ನಮಗಟ ತಳಿಸನತ್ುದಟ:  

AB2 + AC2  = 2AD2  + 2BD2 . 

ನಯವು ಈ ಕಟಳಕಂಡಂತಟ ಪರಯಮರ್ಶವಸನತಟುೋವಟ:  

  ಬಂದನಗಳು B, C, K, L ಗಳು ಸಹಪರಿವೃತ್ುಸಥ   ⇐⇒ AB ・ AK = AC ・ AL 

       ⇐⇒ c . 
AD

cos ⦟𝐾𝐴𝐷
 = b . 

AD

cos ⦟𝐿𝐴𝐷
 

        

       ⇐⇒      
c

b
 = 

cos ⦟𝐵𝐴𝐷

cos ⦟𝐶𝐴𝐷
  

 

ಚಿತ್ಿ 3.  

ನಂತ್ರ, ಕಟ ಸ್ಟೈನ್ ನಯಮದ ಪಿಕಯರ:  

cos ⦟ 𝐵𝐴𝐷 = 𝐴𝐵2+𝐴𝐷2−BD2

2 AB .   AD
   ,  cos ⦟ 𝐶𝐴𝐷 =     𝐴𝐶2+𝐴𝐷2−CD2

2 AC .   AD
             

ಆದದರಿಂದ : 

       
 cos ⦟𝐵𝐴𝐷

 cos ⦟𝐶𝐴𝐷
 =   

𝐴𝐵2+𝐴𝐷2−BD2

𝐴𝐶2+𝐴𝐷2−CD2
 .       𝐴𝐶

𝐴𝐵
   =    𝑐

2+𝐴𝐷2−a2/4

𝑏2+𝐴𝐷2−a2/4
 . 𝑏

𝑐
 . 

 

ಅಪೋಲಟ ೋನಯಸ್ ಪಿಮೋಯದ ಪಿಕಯರ:  

AD2 =
𝑏2

2
+

𝑐2

2
−

𝑎2

4
  

 

ಈ ಮ್ೌಲಾವನನು ಹಂದಿನ ಸಮಿೋಕರಣದಲಿ ಿಆದಟೋರ್ಶಸಿದರಟ, ಈ ಕಟಳಕಂಡ ಸಮಿೋಕರಣ ದಟ ರಟಯನತ್ುದಟ:  

                                        
 cos ⦟𝐵𝐴𝐷

 cos ⦟𝐶𝐴𝐷
=

3𝑐2+𝑏2−a2

3𝑏2+𝑐2−a2
 . 𝑏

𝑐
  

 

ಈ ರಿೋತಯಲಿಿ ನಮಗಟ ದಟ ರಟತ್ ಸಮಿೋಕರಣವಟಂದರಟ:  

 ಬಂದನಗಳು B, C, K, L ಗಳು ಸಹಪರಿವೃತ್ುಸಥ   ⇐⇒   
𝑐

𝑏
 = 

3𝑐2+𝑏2−a2

3𝑏2+𝑐2−a2
 . 𝑏

𝑐
 

 

ಎಂದರಟ ಬಂದನಗಳು B, C, K, L ಗಳು ಸಹಪರಿವೃತ್ುಸಥ   ⇐⇒ c2 (3b2 + c2  – a2 ) = b2 

(3c2+ b2 – a2). 
 



ಮನಂದಿನ ಹಟಜ್ಟೆಯಲಿಿ:  

c2 (3b2 + c2  – a2 ) - b2 (3c2+ b2 – a2) = a2 (b2 – c2) − (b4 – c4) 

                  = (a2 – b2 – c2) − (b2 – c2). 

 

ಆದದರಿಂದ: ಬಂದನಗಳು B, C, K, L ಗಳು ಸಹಪರಿವೃತ್ುಸಥ   ⇐⇒ (a2 – b2 – c2) − (b2 – c2) = 0.  

b2 – c2 ≠ 0 ಆದದರಿಂದ (ತಿಕಟ ೋನವು ಅಸಮಬಯಹನ ತಿಕಟ ೋನವಟಂದನ ನಮಗಟ ಸಪಷ್ೆವಯಗಿ ತಳಿಸಲಯಗಿದಟ), 

ಅಂತಮವಯಗಿ ನಯವು ಈ ವಿಧದ ತ್ಕವವನನು ಮಂಡಿಸನತಟುೋವಟ:  

ಬಂದನಗಳು B, C, K, L ಗಳು ಸಹಪರಿವೃತ್ುಸಥ   ⇐⇒ a2 – b2 – c2 = 0 ⇐⇒  ⦟ 𝐵𝐴𝐶 = 900.  
ಇದರ ಪಿತಲಟ ೋಮ ವಾಕುಗಟ ಳಿಸನವಿಕಟಯನನು ಶನದಧ ಜ್ಯಾಮಿೋತಯ ರಿೋತಯಲಿಿಯೋ ಸ್ಯಧಿಸಿ 

ತಟ ೋರಿಸನವ ಸವಯಲನನು ಸಿಾೋಕರಿಸಲನ ನಮಮಲಿ ಿಕಟಲವರನ ಉತ್ನ್ಕರಯಗಿರಬಹನದಟಂದನ 

ಭಯವಿಸಬಹನದಟೋ?.  
--------------------------------------------------------------------------------------------- 

ದ ಕಮನಾನಟಿ ಮ್ಯಾಥಮ್ಯಾಟಿಕ್ಸ್ ಸ್ಟಂಟ್ರ್ (ಕಟ ಮ್ಯಾಕ್ಸ) ರಿಷಿ ವಯಾಲಿ ಎಜನಕಟೋಷ್ನ್ ಸ್ಟಂಟ್ರ್್(AP) ಮತ್ನು 

ಸಹಯಾದಿಿ ಸ ಿಲ್ (KFI)ಗಳ ಒಂದನ ವಿಸುರಣಯ ಅಂಗವಯಗಿದಟ. ಈ ಅಂಗಸಂಸ್ಟಥಯನ ಗಣಿತ್ ಬಟ ೋಧನಯ 

ಕಯಯಯವಗಯರಗಳನನು ನಡಟಸನತ್ುದಟ ಮತ್ನು ರಯಜಾ ಸಕಯವರಗಳ ಮತ್ನು ಸಕಯವರಟೋತ್ರ ಶಯಲಟಗಳ ಬಟ ೋಧನಯ 

ಸ್ಯಮಗಿಿಗಳ ಸಿದಧಪಡಿಸನವಿಕಟಯ ಕಯಯವವನನು ಕಟೈಗಟ ಳುುತ್ುದಟ. ಕಟ ಮ್ಯಾಕಟ ವನನು ಈ ಕಟ ಂಡಿಯಲಿಿ 

ಸಂಪಕ್ಕವಸಬಹನದನ: shailesh.shirali@gmail.com. 


