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त्रिभुजों से पड़ताल   
वविय िायर 
 

रूपरेखा : यह लेख कुछ सिों के बारे में है जो मैंिे कुछ कायिशालाओं के दौराि पााँर्व़ीं से 
आठव़ीं कक्षा के ववद्यार्थियों के साथ ककए थे। अर्िकांश ववद्यार्थियों िे, गणित को स्कूली 
पाठ्यर्याि से इतर कभ़ी िहीं ‘देखा’ था। हमारा इरादा उन्हें गणित़ीय तरीके से सोर्िे देिा था। 
साथ ही, यह देखिा था कक अलग-अलग ववद्याथी एक ही समस्या को कैसे देखते हैं और 
उसका हल कैसे खोजते हैं। 

 
संकेत शब्द / कीवर्ि : त्रिभुज, पड़ताल, उच्र् स्तरीय सोर्, पररमाप, क्षिेफल 

समस्या 

हमने विद्यार्थियों के सामने ननम्नलिखित समस्या रिी : एक विषमबाहु समकोण त्रिभुज 
(Scalene Right-Angled Triangle) की दो प्रनतयों का उपयोग करें और उन्हें ककसी भी तरह मोड़े, 
काटे या एक-दसूरे पर रिे / अनतच्छाददत (overlap) त्रबना, एक साथ जोड़कर कुछ आकृनतयााँ 
बनाएाँ। त्रिभुजों को इस तरह से जोड़ा जाना था कक उनके ककनारे एक-दसूरे से पूरी तरह सटे 
हुए हों।  

हमने विद्यार्थियों को समूहों में बााँट ददया और उनसे समस्या के बारे में पड़ताि करने को 
कहा। किर हमने उनसे कहा कक त्रिभुजों को जोड़कर जो भी आकृनतयााँ उन्होंने प्राप्त की हैं, 
उनके र्िि  अपनी नोटबुक में बनाएाँ। उन आकृनतयों के समान ददिने िािी िास्तविक जीिन 
की कुछ िस्तुओं का नाम भी बताएाँ। उन्होंने उत्साह के साथ इस काम को ककया। कोई भी 
विद्याथी इसके प्रनत उदासीन नहीं िगा। हािााँकक बोर्ि पर समस्या लििने के बािजूद बहुत-स े
विद्यार्थियों के लिए हमें ननदेशों को दोहराना पड़ा और उन्हें प्रदशिनों के माध्यम से समझाया 
गया। 

पन्रह-बीस लमनट के बाद, हमने उन्हें अपने र्िि ददिाने के लिए कहा। ज़्यादातर तीन-िार 
आकृनतयााँ ही बना पाए। कई विद्याथी जजस एक आकृनत को बनाने से िूक गए, िह थी, 
समान्तर ितुभुिज (Parallelogram) (र्िि 6), जो सबसे छोटी भुजाओं को लमिाकर नहीं बनी 
थी। सभी सम्भावित आकृनतयों को बोर्ि पर बनाने के बाद, हमने विद्यार्थियों से उन आकृनतयों 
को बनाने के लिए कहा, जजन्हें बनाने से िे िूक गए थे। हमने देिा कक जब आकृनतयों को 
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'सामान्य' से एक अिग तरह के अलभविन्यास (orientation) में बनाया गया तो उनमें से कुछ 
(लशक्षकों सदहत) को आकृनतयों से जूझना पड़ा। उदाहरण के लिए, हम आमतौर पर एक समान्तर 
ितुभुिज को इस तरह से बनाते हैं कक उसकी दो विपरीत भुजाएाँ ‘क्षैनतज’ (horizontal) यानी, 
ज़मीन के समानान्तर होती हैं। जब हमन ेएक नतरछा समान्तर ितुभुिज ददिाया, तो बहुतों को 
आकृनत की पहिान करना कदिन िगा। इस घटना से यह समझ आता है कक एक लशक्षक के 
लिए, आकृनतयों की कल्पना करने (visualization) में ििीिापन विकलसत करना ककतना 
महत्त्िपूणि है। 

 

 
र्र्ि 0 : एक विषमबाहु समकोण त्रिभुज (Scalene Right-Angled Triangle) की दो प्रनतयााँ  

र्र्ि 1 : पिित, जन्मददन की टोपी, नाक, वपज़्ज़ा का टुकड़ा, काग़ज़ का रॉकेट 

र्र्ि 2 : लिफाफा, सेिफोन, बोर्ि, मेज़  

र्र्ि 3 : नाविक का ददकसूिक (compass), िज्र (त्रबजिी), काजू कतिी, हीरा 

र्र्ि 4 : रे-किश, ढिान िािे पिित, ग्िाइर्र, घर की छत 

र्र्ि 5 : पतंग, जहाज़ का आकाशीय दृश्य, रॉकेट, र्गरते हुए बिि  के किस्टि (ओिे) 

र्र्ि 6 : लिफ्ट के बाहर का बटन, टे्रन की बोगी 
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जब हमने पूछा कक हम कैसे सुननजश्ित कर सकते हैं कक ऐसी लसफि  छह आकृनतयााँ सम्भि हैं, 
जजन्हें दो विषमबाहु समकोण त्रिभुजों का उपयोग करके बनाया जा सकता है, तो कई इस बात 
पर दृढ़तापूििक तकि  नहीं कर पाए। िेककन कुछ विद्याथी अपनी सोि में काफी स्पष्ट थे : 

“प्रत्येक त्रिभुज में तीन भुजाएाँ हैं और दो समान माप िािी भुजाओं (Congruent Sides) 
को दो तरह स ेजोड़ा जा सकता है — दसूरा तरीका है एक आकृनत को पिटकर रिना। 
इस प्रकार, तीन गुना दो बराबर छह यानी आकृनतयों की रिना के छह तरीके ननकिते 
हैं।”  

अगिा प्रश्न यह जााँिने के लिए था कक क्या उन्हें यही उत्तर लमिेगा यदद दो सिाांगसम समकोण 
त्रिभुज, समद्विबाहु त्रिभुज (Isoscele Triangle) हों। इससे उन्हें अपने तकि  को बेहतर तरीके से 
व्यक्त करने में मदद लमिी। हम पािक को यह अनुमान िगाने के लिए छोड़ देते हैं कक उनके 
तकि  क्या रहे होंगे। 

अगिा सिाि यह था। कल्पना करो कक यह आकृनतयााँ दौड़ के टै्रक हैं; आपको इनमें से एक 
को िुनना है। जो अपनी पसन्द की आकृनत के पररमाप में दौड़ते हुए इस दौड़ को ख़त्म करेंगे, 
उनके लिए कुछ आइसिीम रिी गई हैं। यह मानते हुए कक आप आइसिीम िाने के इच्छुक 
हैं, आप ककस टै्रक का ियन करेंगे? 

पााँििीं कक्षा के एक विद्याथी को छोड़कर, जजसने िगभग तुरन्त उत्तर ददया था, कोई भी सही 
तकि  पर नहीं पहुाँि सका। ददए गए कुछ सामान्य उत्तर थे : 

1. िूाँकक हमने एक समान दो त्रिभुजों का उपयोग करके सभी आकृनतयााँ बनाई हैं, इसस े
कोई फकि  नहीं पड़ता कक आप ककस टै्रक को िुनते हैं। 

2. दो त्रिभुजों में से ककसी एक को िुनें क्योंकक त्रिभुजों की तीन भुजाएाँ होती हैं और अन्य 
िारों ितुभुिज हैं। 

3. उस त्रिभुज को िुनें जजसकी ऊाँ िाई कम हो। 
4. त्रिभुज िुनें क्योंकक उसमें आपको केिि तीन तीव्र मोड़ों पर मड़ुना होगा (ितुभुिज के 

मामिे में िार तीव्र मोड़ों पर मुड़ने की तुिना में; क्योंकक तीव्र मोड़ हमें धीमा करने 
का काम करते हैं।) 

एक विद्याथी ने यहााँ तक कहा कक िह एक त्रिभुज का ियन करेगा क्योंकक इसमें ढिान (कणि) 
है और उस ढिान पर िह तेज़ी-से दौड़ सकता है। मुझे उम्मीद नहीं थी कक कोई इस तरह से 
सोिेगा। मुझे बस खु़द को याद ददिाना था कक एक विद्याथी ककतने ही तरीकों से सोि सकता 
है और एक लशक्षक के लिए यह ककतना महत्त्िपणूि है कक िह उन सभी मान्यताओं के प्रनत 
सिेत रहे जो एक विद्याथी बना सकता है। 

एक टीम ने लसफि  एक स्केि लिया, पररमाप को मापा, और इसका हि िोज लिया। तब मैंने 
महसूस ककया कक मैंने उन्हें कभी नहीं कहा था कक उन्हें पररमाप को मापकर उत्तर िोजने की 
अनुमनत नहीं है। िास्ति में यह उनका स्माटि कदम था। परन्तु, दसूरों ने ऐसा क्यों नहीं सोिा? 
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क्या उन्होंने मान लिया था कक मापन की अनुमनत नहीं है? या उन्होंने इसके बारे में त्रबल्कुि 
नहीं सोिा था? 

जजस विद्याथी न ेिगभग तुरन्त जिाब ददया था, उसने कहा (उसके शब्दों में), “सर, यह स्पष्ट 
है कक हमें सबसे कम पररमाप िािी आकृनत िोजना है। हम त्रिभुजों की सबसे िम्बी भुजाओं 
को जोड़कर इस आकृनत को प्राप्त कर सकें गे।” मझेु अच्छा िगा जब उसने ‘स्पष्ट है’ शब्द 
का इस्तेमाि ककया। 

शेष विद्यार्थियों के लिए, हमने उत्तर िोजने का एक तरीका पता िगाने की कोलशश की। इसके 
लिए हमने a, b, c िम्बाई की कुछ भुजाएाँ िीं, जहााँ a < b < c और इन िरों के आधार पर 
आकृनतयों की तुिना करने की कोलशश की। इसने विद्यार्थियों को यकीन ददिाया कक ककन 
आकृनतयों का पररमाप कम से कम था। 

 

सि से जो पता र्ला  

1. विद्यार्थियों ने खु़द ही अििोकन ककया कक एक ही क्षेििि िािी आकृनतयों के पररमाप 
अिग-अिग हो सकते हैं। मुझे िगता है कक यह सीि िम्बे समय तक रहेगी क्योंकक 
उन्होंने इसे ग़िनतयााँ करके खु़द से सीिा था। 

2. हमने विद्यार्थियों को उनके दािों का कारण बताने के लिए प्रेररत ककया। िे दसूरों के 
वििारों को भी सुन सकते थे और उनके बारे में सोि सकते थे।  

3. उन्होंने िास्तविक जीिन की िस्तुओं को एक अिग तरीके से देिना शुरू ककया। 
उदाहरण के लिए, पााँििी ंकक्षा के विद्यार्थियों को नहीं पता था कक समकोण क्या होता 
है। मैंने उन्हें बताया कक यह एक L आकृनत की तरह होता है और उन्हें कुछ ऐसी 
आकृनतयााँ भी ददिाईं। एक लमनट से भी कम समय में, उन्होंने कमरे में कम से कम 
20 ऐसी िस्तुओं की पहिान की जजसमें एक समकोण था। अपने अििेतन मन में, 
उन्होंने महसूस ककया होगा कक िास्तविक जीिन की कई पररजस्थनतयााँ हैं जजनमें हम 
समकोण का उपयोग करते हैं। उन्होंने िास्तविक जीिन की अन्य िस्तुओं में ज्यालमतीय 
आकृनतयों को भी देिा। 

4. िे 75 लमनट के लिए सकिय लशक्षाथी थे, क्योंकक िे अपने हाथों से कुछ कर रहे थे, 
समूह के सदस्यों और लशक्षक के साथ बातिीत कर रहे थे। एक कक्षा जहााँ केिि 
एकािाप होता है, ककसी के लिए ददििस्प नहीं होती है। 

5. हमने सि की शुरुआत विद्यार्थियों को यह बताने से नहीं की कक िे क्या सीिने जा 
रहे हैं। कई बार, अगर कुछ विद्यार्थियों ने कक्षा में पढ़ाए जाने िािे टॉवपक का पहिे 
से ही अध्ययन ककया है (शायद ट्यूशन लशक्षक के साथ), तो िे कक्षा में सीिने के 
इच्छुक नही ंहोते हैं। अत: इनमें से कुछ विद्याथी कक्षा में ध्यान नहीं देते हैं। िूाँकक 
यह सामान्य तौर पर अपनाई जाने िािी पद्धनत से अिग और नई थी, उन्होंने ध्यान 
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ददया। लशक्षकों के लिए यह महत्त्िपूणि है कक इस बात को ध्यान में रिें और लशक्षण 
के ननयलमत तौर-तरीकों के साथ-साथ नए और निािारी तरीकों से भी लसिाएाँ। 

ववद्यार्थियों की िजर से आकृनतयााँ 
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आदद। प्रनतभाशािी विद्यार्थियों की लशक्षा और भारतीय गखणत के इनतहास से उन्हें गहरा िगाि 
है। उनसे nairvinayr@gmail.com पर सम्पकि  ककया जा सकता है। 

 

अिुवाद : प्रमोद मैर्थि   

पुिरीक्षि एवं कॉप़ी एऱ्ीटर : कविता नतिारी      

सम्पादि : राजेश उत्साही  

 

https://www.youtube.com/watch?v=67Bd_UVsfTU&t=33s
mailto:nairvinayr@gmail.com

