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त्रिभुजों से पड़ताल   
वविय िायर 
रूपरेखा : यह लेख कुछ ऐसे सत्रों के बारे में है जो मैंने कुछ काययशालाओं के दौरान पााँचव ं से 
आठव ं कक्षा के ववद्यार्थययों के साथ ककए थे। अर्िकांश ववद्यार्थययों ने, गणित को स्कूली 
पाठ्यचयाय से इतर कभ  नहीं ‘देखा’ था। हमारा इरादा उन्हें गणित य तरीके से सोचने देना था। 
साथ ही, यह देखना था कक अलग-अलग ववद्याथी एक ही समस्या को कैसे देखते हैं और 
उसका हल कैसे खोजते हैं। 
की-वर्ि : त्रत्रभुज, पड़ताल, उच्च स्तरीय सोच, पररमाप, क्षेत्रफल 

 

समस्या 

हमने ववद्यार्थययों के सामने ननम्नललणखत समस्या रख  : एक ववषमबाहु समकोि त्रत्रभुज 
(Scalene Right-Angled Triangle) की दो प्रनतयों का उपयोग करें और उन्हें ककस  भ  तरह मोड़े, 
काटे या एक-दसूरे पर रखे/ओवरलैप ककए त्रबना, एक साथ जोड़कर कुछ आकृनतयााँ बनाएाँ। 
त्रत्रभुजों को इस तरह से जोड़ा जाना था कक उनके ककनारे एक-दसूरे स ेपूरी तरह सटे हुए हों।  

हमने ववद्यार्थययों को समूहों में बााँट ददया और उनसे समस्या के बारे में पड़ताल करने को 
कहा। कफर हमने उनसे कहा कक त्रत्रभुजों को जोड़कर जो भ  आकृनतयााँ उन्होंने प्राप्त की हैं, 
उनके र्चत्र अपन  नोटबुक में बनाएाँ। रोज़मराय के ज वन में उन आकृनतयों के समान ददखने 
वाली की कुछ वस्तुओं का नाम भ  बताएाँ। उन्होंने उत्साह के साथ इस काम को ककया। कोई 
भ  ववद्याथी इसके प्रनत उदास न नहीं लगा। हालााँकक बोर्य पर समस्या ललखने के बावजूद बहुत-
स ेववद्यार्थययों के ललए हमें ननदेशों को दोहराना पड़ा और उन्हें प्रदशयनों के माध्यम से समझाया 
गया। 

पन्रह-ब स लमनट के बाद, हमने उन्हें अपने र्चत्र ददखाने के ललए कहा। ज़्यादातर त न-चार 
आकृनतयााँ ही बना पाए। कई ववद्याथी जजस एक आकृनत को बनाने से चूक गए, वह थ , 
समान्तर चतुभुयज (Parallelogram) (चर्ि-6), जो सबसे छोटी भुजाओं को लमलाकर नहीं बन  
थ । सभ  सम्भाववत आकृनतयों को बोर्य पर बनाने के बाद, हमने ववद्यार्थययों से उन आकृनतयों 
को बनाने के ललए कहा, जजन्हें बनाने से वे चूक गए थे। हमने देखा कक जब आकृनतयों को 
'सामान्य' से एक अलग तरह के अलभववन्यास (orientation) में बनाया गया तो उनमें से कुछ 
(लशक्षकों सदहत) को आकृनतयों से जूझना पड़ा। उदाहरि के ललए, हम आमतौर पर एक समान्तर 
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चतुभुयज को इस तरह से बनाते हैं कक उसकी दो ववपरीत भुजाएाँ ‘क्षैनतज’ (horizontal) यान , 
ज़म न के समानान्तर होत  हैं। जब हमन ेएक नतरछा समान्तर चतुभुयज ददखाया, तो बहुतों को 
आकृनत की पहचान करना कदठन लगा। इस घटना से यह समझ आता है कक एक लशक्षक के 
ललए, आकृनतयों की कल्पना करने (visualization) में लच लापन ववकलसत करना ककतना 
महत्त्वपूिय है। 

 

 
चर्ि 0 : एक ववषमबाहु समकोि त्रत्रभुज (Scalene Right-Angled Triangle) की दो प्रनतयााँ  

चर्ि 1 : पवयत, जन्मददन की टोप , नाक, वपज़्ज़ा का टुकड़ा, काग़ज़ का रॉकेट 

चर्ि 2 : ललफाफा, सेलफोन, बोर्य, मेज़  

चर्ि 3 : नाववक का ददकसूचक (compass), वज्र (त्रबजली), काजू कतली, हीरा 

चर्ि 4 : रे-कफश, ढलान वाले पवयत, ग्लाइर्र, घर की छत 

चर्ि 5 : पतंग, जहाज़ का आकाश य दृश्य, रॉकेट, र्गरते हुए बफय  के किस्टल (ओले) 

चर्ि 6 : ललफ्ट के बाहर का बटन, टे्रन की बोग  
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जब हमने पूछा कक हम कैसे सुननजश्चत कर सकते हैं कक ऐस  लसफय  छह आकृनतयााँ सम्भव हैं, 
जजन्हें दो ववषमबाहु समकोि त्रत्रभुजों का उपयोग करके बनाया जा सकता है, तो कई इस बात 
पर दृढ़तापूवयक तकय  नहीं कर पाए। लेककन कुछ ववद्याथी अपन  सोच में काफी स्पष्ट थे : 

“प्रत्येक त्रत्रभुज में त न भुजाएाँ हैं और दो समान माप वाली भुजाओं (Congruent Sides) 
को दो तरह स ेजोड़ा जा सकता है — दसूरा तरीका है एक आकृनत को पलटकर रखना। 
इस प्रकार, त न गुना दो बराबर छह यान  आकृनतयों की रचना के छह तरीके ननकलते 
हैं।”  

अगला प्रश्न यह जााँचने के ललए था कक क्या उन्हें यही उत्तर लमलेगा यदद दो सवाांगसम समकोि 
त्रत्रभुज, समद्ववबाहु त्रत्रभुज (Isoscele Triangle) हों। इससे उन्हें अपने तकय  को बेहतर तरीके से 
व्यक्त करने में मदद लमली। हम पाठकों को यह अनुमान लगाने के ललए छोड़ देते हैं कक उनके 
तकय  क्या रहे होंगे। 

अगला सवाल यह था। कल्पना करो कक यह आकृनतयााँ दौड़ के टै्रक हैं; आपको इनमें से एक 
को चुनना है। जो अपन  पसन्द की आकृनत के पररमाप में दौड़ते हुए इस दौड़ को ख़त्म करेंगे, 
उनके ललए कुछ आइसिीम रख  गई हैं। यह मानते हुए कक आप आइसिीम खाने के इच्छुक 
हैं, आप ककस टै्रक का चयन करेंगे? 

पााँचव ं कक्षा के एक ववद्याथी को छोड़कर, जजसने लगभग तुरन्त उत्तर ददया था, कोई भ  सही 
तकय  पर नहीं पहुाँच सका। ददए गए कुछ सामान्य उत्तर थे : 

1. चूाँकक हमने एक समान दो त्रत्रभुजों का उपयोग करके सभ  आकृनतयााँ बनाई हैं, इसस े
कोई फकय  नहीं पड़ता कक आप ककस टै्रक को चुनते हैं। 

2. दो त्रत्रभुजों में से ककस  एक को चुनें क्योंकक त्रत्रभुजों की त न भुजाएाँ होत  हैं और अन्य 
चारों चतुभुयज हैं। 

3. उस त्रत्रभुज को चुनें जजसकी ऊाँ चाई कम हो। 
4. त्रत्रभुज चुनें क्योंकक उसमें आपको केवल त न त व्र मोड़ों पर मड़ुना होगा (चतुभुयज के 

मामले में चार त व्र मोड़ों पर मुड़ने की तुलना में; क्योंकक त व्र मोड़ हमें ि मा करने 
का काम करते हैं।) 

एक ववद्याथी ने यहााँ तक कहा कक वह एक त्रत्रभुज का चयन करेगा क्योंकक इसमें ढलान (किय) 
है और उस ढलान पर वह तेज़ -से दौड़ सकता है। मुझे उम्म द नहीं थ  कक कोई इस तरह से 
सोचेगा। मुझे बस खु़द को याद ददलाना था कक एक ववद्याथी ककतने ही तरीकों से सोच सकता 
है और एक लशक्षक के ललए यह ककतना महत्त्वपिूय है कक वह उन सभ  मान्यताओं के प्रनत 
सचेत रहे जो एक ववद्याथी बना सकता है। 

एक टीम ने लसफय  एक स्केल ललया, पररमाप को मापा, और इसका हल खोज ललया। तब मैंने 
महसूस ककया कक मैंने उन्हें कभ  नहीं कहा था कक उन्हें पररमाप को मापकर उत्तर खोजने की 
अनुमनत नहीं है। वास्तव में यह उनका स्माटय कदम था। परन्तु, दसूरों ने ऐसा क्यों नहीं सोचा? 
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क्या उन्होंने मान ललया था कक मापन की अनुमनत नहीं है? या उन्होंने इसके बारे में त्रबल्कुल 
नहीं सोचा था? 

जजस ववद्याथी न ेलगभग तुरन्त जवाब ददया था, उसने कहा (उसके शब्दों में), “सर, यह स्पष्ट 
है कक हमें सबसे कम पररमाप वाली आकृनत खोजना है। हम त्रत्रभुजों की सबसे लम्ब  भुजाओं 
को जोड़कर इस आकृनत को प्राप्त कर सकें गे।” मझेु अच्छा लगा जब उसने ‘स्पष्ट है’ शब्द 
का इस्तेमाल ककया। 

शेष ववद्यार्थययों के ललए, हमने उत्तर खोजने का एक तरीका पता लगाने की कोलशश की। इसके 
ललए हमने a, b, c लम्बाई की कुछ भुजाएाँ लीं, जहााँ a < b < c और इन चरों के आिार पर 
आकृनतयों की तुलना करने की कोलशश की। इसने ववद्यार्थययों को यकीन ददलाया कक ककन 
आकृनतयों का पररमाप कम से कम था। 

 

सि से जो पता र्ला :  

1. ववद्यार्थययों ने खु़द ही अवलोकन ककया कक एक ही क्षेत्रफल वाली आकृनतयों के पररमाप 
अलग-अलग हो सकते हैं। मुझे लगता है कक यह स ख लम्बे समय तक रहेग  क्योंकक 
उन्होंने इसे ग़लनतयााँ करके खु़द से स खा था। 

2. हमने ववद्यार्थययों को उनके दावों का कारि बताने के ललए प्रेररत ककया। वे दसूरों के 
ववचारों को भ  सुन सकते थे और उनके बारे में सोच सकते थे।  

3. उन्होंने वास्तववक ज वन की वस्तुओं को एक अलग तरीके से देखना शुरू ककया। 
उदाहरि के ललए, पााँचव  ंकक्षा के ववद्यार्थययों को नहीं पता था कक समकोि क्या होता 
है। मैंने उन्हें बताया कक यह एक L आकृनत की तरह होता है और उन्हें कुछ ऐस  
आकृनतयााँ भ  ददखाईं। एक लमनट से भ  कम समय में, उन्होंने कमरे में कम-से-कम 
20 ऐस  वस्तुओं की पहचान की जजसमें एक समकोि था। अपने अवचेतन मन में, 
उन्होंने महसूस ककया होगा कक रोज़मराय के ज वन की कई पररजस्थनतयााँ हैं जजनमें हम 
समकोि का उपयोग करते हैं। उन्होंने वास्तववक ज वन की अन्य वस्तुओं में ज्यालमत य 
आकृनतयों को भ  देखा। 

4. वे 75 लमनट के ललए सकिय लशक्षाथी थे, क्योंकक वे अपने हाथों से कुछ कर रहे थे, 
समूह के सदस्यों और लशक्षक के साथ बातच त कर रहे थे। एक कक्षा जहााँ केवल 
एकालाप होता है, ककस  के ललए ददलचस्प नहीं होत  है। 

5. हमने सत्र की शुरुआत ववद्यार्थययों को यह बताने से नहीं की कक वे क्या स खने जा 
रहे हैं। कई बार, अगर कुछ ववद्यार्थययों ने कक्षा में पढ़ाए जाने वाले टॉवपक का पहले 
से ही अध्ययन ककया है (शायद ट्यूशन लशक्षक के साथ), तो वे कक्षा में स खने के 
इच्छुक नही ंहोते हैं। अत: इनमें से कुछ ववद्याथी कक्षा में ध्यान नहीं देते हैं। चूाँकक 
यह सामान्य तौर पर अपनाई जाने वाली पद्िनत से अलग और नई थ , उन्होंने ध्यान 
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ददया। लशक्षकों के ललए यह महत्त्वपूिय है कक इस बात को ध्यान में रखें और लशक्षि 
के ननयलमत तौर-तरीकों के साथ-साथ नए और नवाचारी तरीकों से भ  लसखाएाँ। 

ववद्याचथियों की िजर से आकृनतयााँ 
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आभार 

सबसे छोटे पररमाप का पता लगाने के ललए प्रश्न का ववस्तार करने की प्रेरिा इस व डर्यो स े
लमली थ  : Year 4 Singapore Math Model Lesson: Measuring Area – Maths No 
Problem  
https://www.youtube.com/watch?v=67Bd_UVsfTU&t=33s  

.................................................................................................................................. 

वविय िायर गणित के लशक्षक हैं। वे मुख्यतया गणित में रुर्च रखने वाले लमडर्ल और हाई 
स्कूल के ववद्यार्थययों और लशक्षकों के साथ काम करते हैं। वे कुछ शैक्षक्षक पहलों का दहस्सा 
भ  हैं, जैसे राइजजंग ए मैथमेदटलशयन फाउण्र्ेशन, ववचार वादटका, स्कूल आफ वैददक मैथ्स 
आदद। प्रनतभाशाली ववद्यार्थययों की लशक्षा और भारत य गणित के इनतहास से उन्हें गहरा लगाव 
है। उनसे nairvinayr@gmail.com पर सम्पकय  ककया जा सकता है। 
अिुवाद : प्रमोद मरै्थल     पुिरीक्षण : कववता नतवारी     सम्पादि : राजेश उत्साही  

 

https://www.youtube.com/watch?v=67Bd_UVsfTU&t=33s
mailto:nairvinayr@gmail.com

