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िजररया 

कोण को मापे कौि? 
 
यह ाँ कोणों के दो बहुत कम चर्चित पहलुओं की चच ि की गई जो दो अलग-अलग क्षेत्रों से 
सम्बन्धित हैं। पहल  हहस्स , सीिे ही म पन की समस्य ओं में ज त  है और दसूर  हहस्स  
कोणों को म पने के वैकन्पपक तरीक़ों की चच ि करत  है। इस आलेख को पढें , त कक आप अपनी 
कक्ष  में कोणों को म पने की ऐततह ससक ज़रूरत एवं व स्तववक जीवन में उनके उपयोग म त्र 
से कुछ अर्िक की चच ि कर सकें । — सम्पादक 
 
कोणों के औपच ररक अध्ययन के दौर न बच्चों को जो हदक्कत पेश आती है, उससे ऐस  लग 
सकत  है कक कोण और वतिन के म प से छोटे बच्चों क  पररचय नहीं करव न  च हहए। लेककन, 
शुरुआती ब पय वस्थ  की गणणत की पढ ई के लक्ष्यों के तौर पर इधहें श समल करने के ज यज़ 
क रण भी हैं। पहल , बच्चे अनौपच ररक तौर पर कोण और वतिन के म प की तुलन  कर सकत े
हैं और व ेऐस  करते भी हैं। दसूर , तनहहत रूप में ही सही ककधतु, कोण के आक र क  इस्तेम ल 
आकृततयों के स थ क म करने में आवश्यक है। उद हरण के सलए, जो बच्चे एक वगि और एक 
अ-वगि समचतुभुिज में फ़क़ि  करते हैं वे अपने सहज बोि के स्तर पर ही सही, लेककन कोण के 
आक र के सम्बधिों को पहच न रहे होते हैं। तीसर , पूरी स्कूली सशक्ष  के दौर न ज्य समतत में 
कोण क  म प एक िुरी की भूसमक  तनभ त  है और शुरुआत में ही इसकी नींव ड लन  प ठ्यचय ि 
क  एक उपयुक्त लक्ष्य है। चौथ , शोि इस ओर इश र  करते हैं कक जह ाँ प्र रन्म्भक स्कूली 
सशक्ष  के दौर न बहुत कम प्रततशत में बच्चे कोणों को बख़ूबी सीख प ते हैं, वहीं छोटे बच्चे 
इन अवि रण ओं को सफलत पूविक सीख लेते हैं।  स्रोत : [1] 
 
स्रोत [1] में और पढने पर हम कोण के म पन में सीखने क  म गि देख प ते हैं, जो अपन े
सहज बोि से कोण बन ने व ले बच्चे (2–3 वर्ि आयु) से शुरू होकर समझ के स थ कोण क  
उपयोग करने व ले (4–5 वर्ि), कोण क  समल न करने व ले (6 वर्ि), कोण के आक र की तुलन  
करने व ले (7 वर्ि) और कोण क  म प करने व ले बच्चे (8+ वर्ि) तक ज त  है। 
 
यह आलेख कोण के म पन पर केन्धित है, न्जसे ऊपर बत ए गए सीखने के क्रम के अनुस र 
तीसरी कक्ष  में ससख य  ज न  च हहए, ककधतु जो ववद्य र्थियों के सलए अगले दो य  तीन वर्ों 
तक भी मुन्श्कल बन  रहत  है। 
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अर्िकतर वयस्कों के सलए कोण कोई कहिन ई नहीं पेश करते हैं। ककसी भी कोण क  एक शीर्ि 
होत  है और दो भुज एाँ होती हैं, जो एक तनन्श्चत अंश [degree] तक फैली होती हैं, जो कोण 
क  ‘म प’ [measure] कहल त  है। इस अंश को च ाँद  [protractor] न म के एक सरल उपकरण 
क  उपयोग कर म प  ज  सकत  है। यह पररभ र्  कई प ठ्यपुस्तकों में मौजूद है। यह तो 
इतनी सरल अवि रण  प्रतीत होती है कक यह कपपन  भी नहीं की ज  सकती कक इसे समझन े
में ककसी को कहिन ई होगी। क यिपुन्स्तक एाँ एक य  दो पधनों में कोण क  पररचय देती हैं और 
फ़ौरन ही कोण के रेख र्चत्र बन ने और म पन और कोण के हहस्सों को न म देने की ओर बढ 
चलती हैं। लेककन, ज़र  ववद्य र्थियों से एक उपटे शंकु [inverted cone] क  म प लेने को कहें 
— आप प एाँगे कक अर्िकतर को च ाँद  िीक तरह से रखने में भी कहिन ई होगी। य  कफर, 
भुज ओं की अलग-अलग लम्ब ई व ले दो बर बर कोण हदख कर पूछें  कक इनमें से बड़  कौन–स  
है; अर्िकतर उस कोण को बड़  बत एाँगे न्जसकी भुज ओं की लम्ब ई अर्िक है। य  कफर, चित्र–
1 में दश िई गई न्स्थतत पर ध्य न दें, जह ाँ ववद्य थी को लगत  है च ाँद  पूरी आि र रेख  पर 
व्य प्त होन  च हहए।  

 
 
ऐसी भ्र धत ि रण एाँ क्यों बनती हैं? क्य  ऐस  इससलए है क्योंकक हम शुरुआत से ही बच्चों के 
हदम ग को शीर्ि [vertex], रेख खण्ड [line segment], ककरण [ray] जैसी शब्द वली से भर 
देते हैं और म पन से जुड़ ेव्य वह ररक क यों को नज़रअधद ज़ कर देते हैं? तो जर  उि इए च ाँद  
और ध्य न से देणखए। इस पर बनी रेख ओं और र्चह्नों (घड़ी की सुई की हदश  में व ववपरीत 
[दक्षक्षण वति व व म वति]) और इस पर सलखी हुई संख्य ओं के अम्ब र के स थ इसे इस्तेम ल 
करन  क्य  व क़ई इतन  आस न है? सच कहें तो, यह ककसी चमत्क र से कम नहीं है कक बच्च े
इसक  इस्तेम ल करन  सीख ज ते हैं! 
 
इस आलेख में हम सीखने व ले छोटे बच्चों क  कोणों से पररचय करव ने के सलए कड़ी-दर-कड़ी 
कुछ सुझ व पेश करेंगे। यह इस ववश्व स से प्रेररत है कक जो चीज़ बच्चों के िोस संस र स े
सम्बन्धित होगी उसक  अर्िगम पररण म कहीं बेहतर होग । 
 
कोणों के साथ खेल-खखलवाड़ 
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कोणों को दो नज़ररयों से पररभ वर्त ककय  गय  है — एक बबधद ुसे तनकलती दो ककरणों स े
बनी ‘आकृतत’ के रूप में अथव  ‘घूणिन’ य  ‘वतिन’ की तरह। कभी-कभी ववद्य थी सोचते हैं कक 
ये अलग-अलग अवि रण एाँ हैं। कोणों से जुड़ी गततववर्ियों में दोनों ही असभप्र यों को श समल 
करन  च हहए त कक ववद्य थी कोण शब्द के अधततनिहहत अथि को समझ सकें । 
 
क ग़ज़ के एक वतृ्त को चौथ ई हहस्सों में तह करके (ककन रे गोल क र रहेंगे) सशक्षक यह दश ि 
सकते हैं कक समकोण कैसे बन य  ज त  है। ववद्य थी इसे अलग-अलग कोणों की सीि में 
बबि कर यह समझ सकते हैं कक दो कोणों की सही तरीक़े से तुलन  कैसे की ज ए (चित्र–2)। 
यह स िन च ाँदे के एक शुरुआती रूप की तरह भी क म में सलय  ज  सकत  है। इसी आकृतत 
को मोड़कर य  खोलकर छोटे य  बड़े कोण बन ए ज  सकते हैं। इसके ब द, ‘धयून’ [acute] 
और ‘अर्िक’ [obtuse] शब्दों से पररचय करव न  तो महज सम्बधि बैि ने क  क म है। 
 
तह की हुई इस आकृतत क  एक रोचक उपयोग भुज  की लम्ब ई के स थ कोण की 
अपररवतिनीयत  को दश िने में ककय  ज  सकत  है; यह एक ऐसी अवि रण  है न्जससे कभी-
कभी उच्च प्र थसमक स्तर के ववद्य थी भी जूझते प ए ज ते हैं। क ग़ज़ को शीर्ि से पकड़ड़ए 
और फ ड़ दीन्जए (चित्र-3)। इतत ससद्िम! 

 
एक अधय तरीक़  एक डोरी और दो स्रॉ उपयोग करने क  है (चित्र-4)। इसमें स्रॉ को भुज ओं 
के स थ में आगे–पीछे करते हुए न केवल भुज  की लम्ब ई से कोण की अपररवतिनीयत  को 
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दश िय  ज  सकत  है, बन्पक शीर्ि हदख ई न देने के ब वजूद महज ‘कपपन  में’ कोण बन ज ने 
की ि रण  को भी दश ि सकते हैं। बत्रकोणसमतत में ‘ऊाँ च इय ाँ एवं दरूरय ाँ’ ववर्य को पढते हुए 
कक्ष  9 और 10 के ववद्य थी इस समस्य  क  स मन  करते हैं। 

 
क्य  आपकी कक्ष  में गतत-संवेदी सीखने व ले ववद्य थी हैं? यहद ऐस  है तो उधहें कोण की 
ि रण  क  पररचय ‘कोण योग ’ के खेल से करव इए। एक ह थ को न्स्थर करके शूधय की 
न्स्थतत से शुरू करते हुए ‘सम’ [Right], ‘धयून’ [Acute] और ‘अर्िक’ [Obtuse] पुक ररए और 
दसूरे ह थ को उसके अनुस र ले ज इए। जब बच्चे यह करते हैं तो उधहें कई ब तें समझ में 
आती हैं, उद हरण के सलए, ह थों की लम्ब ई अलग-अलग होने के ब वजूद सभी बच्चे सम न 
कोण प्रदसशित कर सकते हैं; धयून और अर्िक कोणों के सलए कई सही कोण हो सकते हैं; 
न्स्थर भुज  क  आड़  [क्षैततज] य  खड़  [लम्बवत] होन  आवश्यक नहीं है; कोणों क  असभववधय स 
अलग तरह से ककय  ज  सकत  है। सबसे महत्त्वपूणि तो यह कक वे कोण बन ने के सलए अपने 
ह थों क  उपयोग करके अधद ज़ लग ने की कल  सीखते हैं। 
 
घूणिन को म पने क  एक रोचक तरीक़  कक्ष  के दरव ज़े क  इस्तेम ल है (चित्र-5)। सशक्षक 
ज़मीन पर 15-15° य  30-30° के अधतर ल पर 0° से 90° क  कोण र्चन्ह्नत कर देते हैं। 
यह स्वयं सीखने क  स िन बन ज त  है; बच्चे इसके स थ अधतकक्रि य  करते हुए सीखते हैं। हो 
सकत  है कक उधहें तुरधत ही समझ में न आए कक अंश के र्चह्न क  क्य  मतलब है य  क्यों 
कही-ंकहीं र्चह्न नहीं बन ए गए हैं। कुछ को यह न्जज्ञ स  भी हो सकती है कक यहद दरव ज़  
और ज़्य द  खुले तो क्य  हो : तब भल  कोण क  म पन कैसे ककय  ज ए? 
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(इससे मुझे एक ववच र आत  है कक च ाँदे को ि तु की एक पतली पत्ती से क्यों नहीं बन य  
ज त  है, जो एक िुरी पर घूमे और 0° से 180° तक खुल ज ए?) 
 
इस पड़ व पर शीर्ि, रेख  खण्ड और ककरण जैसी शब्द वली से पररचय कर य  ज  सकत  है। 
चूाँकक ववद्य थी इक ई की पुनर ववृत्त क  उपयोग करके लम्ब ई क  म प करने स ेपररर्चत हैं, 
तो म पन की इक ई के रूप में अंश उनके सलए स्वीक यि होन  च हहए। घूणिन की अवि रण  
को समझने में ववद्य र्थियों  के सलए जीओजेब्र  [GeoGebra] एक बेहतरीन स िन हो सकत  
है। 
 
कोणों को मापिे के ववर्िन्ि तरीक़े 
अब, जबकक ववद्य र्थियों ने च ाँदे क  उपयोग करके कोण म पन  सीख सलय  है तो वे कोण 
म पने के अधय तरीक़ों और उनके फ़ यदे व नुक़स न की ज ाँच–पड़त ल कर सकते हैं। 
 
मुमककन है कक प्र चीन ज्य समततज्ञ भुज ओं के बीच एक तनन्श्चत दरूी पर एक रेखीय खण्ड को 
जम कर कोणों क  म प करते हों? आइए, देखें कक इससे हम क्य  प ते हैं। 
 
म न  कक, ∡AOB को म पने के सलए हम शीर्ि से 1 इक ई की दरूी पर, प्रत्येक भुज  पर 
क्रमशः बबधद ुC व D र्चन्ह्नत करते हैं, और खण्ड CD खींचते हैं। तब CD की लम्ब ई 
∡AOB क  म प म नी ज एगी (चित्र–6)। हम इसे कोणों को म पने की ज़ीवा ववचि [chord 
method] कहते हैं। 
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यह पद्ितत क्रम सम्बधि [order relation] को बन ए रखती है और इसे ज ाँच  ज  सकत  है। 
दसूरे शब्दों में, यहद ∡AOB < ∡AOB' तो CD < CD' होग ; और ऐस  ही इसके ववपरीत भी 
होग । यह देखने के सलए कक ऐस  क्यों है, हम यह ाँ ‘भुज –कोण–भुज  सव ांगसम प्रमेय के 
असम न रूप’ (हम केवल समद्ववब हु बत्रभुजों [isosceles triangles] पर ल गू होने व ले रूप 
को ही लेंगे क्योंकक हमें केवल उसी की आवश्यकत  है) को ल ग ूकरेंगे, जो यह कहती है : 
म न  कक ∆ABC और ∆PQR समद्ववब हु हैं, जह ाँ AB = AC = PQ = PR है। ऐसे में : 
यहद ∡A < ∡P, तो BC < QR ; और यहद BC < QR तो ∡A < ∡P । इसे ववशुद्ि ज्य समतत 
क  उपयोग करके स बबत ककय  ज  सकत  है, लेककन हम इसक  प्रम ण आप पर छोड़ते हैं। 
(हो सकत  है कक कुछ प िकों को आगे हदय  गय  बत्रकोणसमतीय प्रम ण अर्िक भ ए। एक 
समद्ववभुज ∆ABC में जह ाँ b = c हो, तो a = 2b sin A/2 होग । चूाँकक b न्स्थर है और 
sinx 0° से 90° तक के अधतर ल में x क  एक बढत  हुआ फलन [increasing function] 
है, तो इस प्रक र जब ∡A 0° से 180° को बढेग  है तब a भी बढेग ; और इसके ववपरीत भी 
यही होग । यही तनष्कर्ि तब भी प्र प्त होग  यहद हम कोज्य  [cosine] तनयम क  उपयोग करें, 
जो यह पररण म देग  : 𝑎2 = 2𝑏2(1 − cos 𝐴), लेककन अब हम इस तथ्य क  उपयोग करते हैं 
कक cosx 0° से 180° तक के अधतर ल में x क  एक घटत  फलन [decreasing function] 
है।) 
 
अतः कोणों को म पने की जीव  ववर्ि क्रम सम्बधि को बन ए रखती है। ककधतु यह दसूरे 
परीक्षण में ववफल स बबत होती है, जो कक उतन  ही महत्त्वपूणि है : योज्यत  [additivity]। इसे 
देखने के सलए कक यह क्य  है, आसधन कोणों ∡AOB और ∡BOC के युग्म को लें, OB स झ  
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भुज  है (चित्र–7)। चूाँकक ∡AOC ∡AOB व ∡BOC क  सन्म्मलन है और उन दो कोणों के 
बीच कोई अततव्य पन नहीं है, तो यह म नन  उर्चत ही होग  कक ∡AOC को ∡AOB व 
∡BOC के म प के योग के बर बर होन  च हहए। ककधतु, क्य  यह अपेक्ष  जीव  ववर्ि पर खरी 
उतरती है? 
 

 
 
म न  कक, OA, OB, OC ककरणों पर D, E, F बबधद ुहैं, जो कक OD = OE = OF = 1 
इक ई है। पररभ र्  के अनुस र, ∡AOB, ∡BOC व ∡AOC की जीव  म प क्रमशः DE, EF 
व DF लम्ब इय ाँ होंगी। क्य  यह सही है कक DE + EF = DF होग ? स्पष्ट है कक ऐस  नही ं
है। दरअसल, हमें हमेश  DE + EF > DF प्र प्त होग  क्योंकक ककसी भी बत्रभुज की दो भुज एाँ 
समलकर तीसरी भुज  से बड़ी ही होंगी (यह ाँ ∆DEF पर ल गू)। अतः, ∡AOB व ∡BOC क  
योग ∡AOC से अर्िक है। इस त ककि कत  से हम प ते हैं कक ककसी कोण क  जीव  म प 
योज्यत  के परीक्षण में ववफल स बबत होत  है। 
 
(नोट : उपयुिक्त तकि  यह म नकर ककय  गय  है कक चित्र–7 में दश िए गए D, E, F एक सरल 
रेख  पर न्स्थत नहीं हैं। लेककन हम यह कैसे सुतनन्श्चत करें कक वे एक सरल रेख  पर न्स्थत 
नहीं हैं? यहद हम इसक  कोई और्चत्य प्रद न नहीं करते हैं तो हमने जो कह  है वह अिूर  रह 
ज त  है। प िकों से आग्रह है कक इसक  प्रम ण वे स्वयं प्र प्त करें।) 
 
हमें नहीं पत  कक प्र चीन ज्य समततज्ञ कोण के म पन में जीव  की लम्ब ई क  उपयोग करते थे 
य  नहीं। वे जो म पन ववर्ि इस्तेम ल करते थे वह वही है जो हम वतिम न में उपयोग करत े
हैं और इसमें अपेक्षक्षत दोनों ही गुणिमि हैं — क्रम सम्बधि और योज्यत  क  गुण। यह िाप 
की लम्बाई [arc length] पर आि ररत है। इसमें, हदए गए ∡AOB पर हम शीर्ि से 1 इक ई 
की दरूी पर, प्रत्येक भुज  पर क्रमशः बबधद ुC व D र्चन्ह्नत करते हैं और एक वतृ्त बन ते हैं 
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न्जसक  केधि O है और जो C व D से होकर गुजरत  है। तब, च प CD की लम्ब ई ∡AOB 
क  म प म नी ज ती है (चित्र–8)। 
 
आइए, देखें कक यह पररभ र्  योज्यत  क  क्य  करती है। चित्र–9 में हम देखते हैं कक ∡AOB 
व ∡BOC की स झी भुज  OB है। जैस  कक चित्र–7 में हदख य  गय  है, दोनों कोण एक–दसूरे 
पर अततव्य प्त नहीं हैं। उनकी च प क  म प च प DE व EF की लम्ब ई है और ये दोनों ही 
उस वतृ्त क  हहस्स  हैं न्जसकी बत्रज्य  1 इक ई है और न्जसक  केधि O है। ∡AOC की च प 
की म प इकलौते च प DF की लम्ब ई है। क्य  च प DF की लम्ब ई च प DE और EF की 
लम्ब इयों के योग के बर बर होगी? स्पष्ट है कक ऐस  ही होग , क्योंकक सभी च प एक ही वतृ्त 
के हहस्स े हैं और च प DF ऐसी दो छोटी च पों क  सन्म्मलन ही तो है जो एक–दसूरे पर 
अततव्य पन नहीं करती हैं। 
 
जीव  म प की तुलन  में ककसी कोण क  च प से म प बहुत स्व भ ववक तो नहीं है, लेककन और 
गहर ई से अध्ययन करन ेपर हम इसकी सुगढत  और ल भों को पहच नने लगेंगे। 
 
तनष्कर्ि में हम कह सकते हैं कक पररभ र् ओं क  तनम िण, उनकी व्य ख्य  और उनमें कसमयों 
य  अधतर की पहच न करन , यह सभी सीखने–ससख ने के अवसर हैं, जह ाँ सशक्षक और ववद्य थी 
बेहतर समझ बन ने के सलए समलकर क म कर सकते हैं। जब हम पररभ र् ओं को आज़म ते हैं 
और उनकी अपय िप्तत  को देखते हैं, तब हम मौजूद  पररभ र् ओं की ककफ़ यत और ख़ूबसूरती 
को पहच नने लगते हैं। 

 
 
आिार 
यह आलेख ववसभधन मंचों पर कई गहन और हदलचस्प ववच र–ववमशि क  नतीज  है। अज़ीम 
प्रेमजी ववश्वववद्य लय के ववश्वववद्य लय स्रोत केधि में गणणत की स्रोत व्यन्क्त अनुपम  न े
एक सेमीन र में ‘कोण [Angles]’ पर परच  प्रस्तुत ककय । इसके ब द ऑनल इन मैथ लतनांग 
ग्रुप में एक सजीव बहस तछड़ी जो कोणों को लेकर ववद्य र्थियों में व्य प्त भ्र न्धतयों और सशक्षकों 
द्व र  उधहें दरू करने के तरीक़ों पर केन्धित थी। मैथ लतनांग ग्रुप इस चच ि में डॉ.रवव सुह्रमण्यम 
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(एचबीसीएसई), डॉ. शैलेर् सशर ली (कोमैक), डॉ. हृदय क धत दीव न (ववद्य  भवन सोस यटी), 
र मचधि कृष्णमूतत ि (अज़ीम प्रेमजी ववश्वववद्य लय), र जवीर स ंघ  और ज्योतत त्य गर जन के 
योगद न के सलए उनक  आभ र प्रकट करत  है। 
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