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_______________________________________________________________________________ 
Translation of How to Prove it : Shailesh Shirali  From Azim Premji University At Right 
Angles_November,2017  

______________________________________________________________________________ 

इसे र्सद्ध कैसे करें? 
शैलेष र्शराली 
मुख्य शब्द : प्रसन्न संख्या, पुनरावतृ्ति, चक्र, प्रोग्राम गं, गणित, पायथन 

इस लेख  ें ह  प्रसन्न संख्याओं (HAPPY NUMBERS) की धारिा पर बात करने जा रहे 
हैं। च ूँकक यहाूँ ह  संख्या के अंकीय ननरूपि पर चचाा करेंगे, अतः आगे बढ़ने से पहले एक 
बात स्पष्ट कर दें कक ह ारी प री चचाा दाशम क संख्या प्रिाली पर आधाररत होगी। 

वगि-योग पुिरावतृ्ति (SSQ iteration)  
कोई एक संख्या लें। उसके अंकों के वगों को जोड़ दें। पररिा  स्वरूप प्राप्त संख्या के साथ 
पुनः इस प्रकक्रया को दोहराएूँ अथाात प्राप्त संख्या के अंकों के वगों का जोड़ प्राप्त करें, हर बार 
प्राप्त नई संख्या के साथ इस प्रकक्रया की पुनरावतृ्ति करें। ककसी संख्या के अंकों के वगों के 
जोड़ के दोहराव की इस प्रकक्रया को ही ह  वगा-योग पुनरावतृ्ति (SSQ iteration) कह रहे हैं।  

उदाहरि स्वरूप 2375 के मलए वगा-योग पुनरावतृ्ति (SSQ iteration) कुछ इस प्रकार होगी :  

2375 → 87 → 113 → 11 → 2 → 4 → 16 → 37 → 58 → 89 → 145 → 42 
→ 20 → 4 → 16 → 37 → 58 → · · · → · · · , 

और ह  देखते हैं कक यहाूँ आकर ह  एक चक्र (4, 16, 37, 58, 
89, 145, 42, 20)  ें फूँ स गए हैं। यहाूँ ह ें जो चक्रीय क्र  म ल रहा है वह 8 संख्याओ ंका 
है। च ूँकक इस चक्र  ें 8 संख्याएूँ हैं अतः इसे 8-चक्र कहेंगे।  

द सरी ओर, देणखए कक संख्या 91 शुरू करने पर क्या म लता है।  

91 → 82 → 68 → 100 → 1 → 1 → 1 → 1 → · · · 

और एक  ताबा 1 पर पहुूँच गए तो उसी पर अटक जाएूँगे। इस बार भी ह ें चक्रीय-क्र  म ला 
पर इस ें केवल एक ही संख्या है, अतः इसे ह  1-चक्र कहेंगे। 1-चक्र की इस एक संख्या को 
अध्ययन की जा रही पुनरावतृ्ति का स्थिर बबन्द ुकहते हैं।  

दोनों चक्रों (प्रक्षेप पथ) को नीचे चचत्र  ें ज़्यादा आकर्ाक रूप ददया गया है। (देखें चचत्र-1) 
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जैसा कक साथ के आलेख  ें बताया गया है, ककसी संख्या के 
वगा-योग पुनरावतृ्ति (SSQ iteration) के तहत जजन संख्याओ ं
का अन्त जस्थर बबन्द ु 1  ें होता है, उन्हें प्रसन्ि संख्या 
(HAPPY NUMBER) कहा जाता है।  

इस चचाा  ें आगे ह  यह स्थात्तपत करेंगे कक चाहे वगा-योग 
पुनरावतृ्ति (SSQ iteration) की शुरुआत ककसी भी संख्या से 
की जाए, उन ें उपरोक्त दो तरह के चक्र ही म लते हैं — पहला 
8-चक्र और द सरा 1-चक्र।  

इस प्रमेय का प्रमाण कक वगि-योग पुिरावतृ्ति (SSQ iteration) में केवल और केवल दो 
स्थिनियााँ ही सम्भव हैं। 

 ान लीजजये n,6-अंकों वाली कोई संख्या है। इसका अचधकत   ान क्या हो सकता है?  

स्पष्ट है 6-अंक की सबसे बड़ी संख्या का  ान 999999 होगा। यह सारे 9 अंक से बनी है। 
अतः अचधकत  सम्भव वगा-योग = 81 + 81 + 81 + 81 + 81 + 81 = 6 x 81 = 486 
होगा। आप देख पा रहे होंगे कक यह योग   ल संख्या 999999 से काफ़ी छोटा है।  

इसी प्रकार 7-अंक वाली संख्या n का अचधकत  सम्भव अंक-वगा-योग =7 x 92 = 7 x 81 
यानी 567 होगा और   ल संख्या तथा अंक-वगा-योग के बीच का अन्तर और भी अचधक होगा। 

सा ान्यीकरि करने से ह  स झ सकते हैं कक k-अंकों वाली ककसी संख्या n के मलए अचधकत  
सम्भव अंक-वगा-योग k x 92 = k x 81= 81k होगा। 

अब ह  k-अंकों वाली सबसे छोटी संख्या के अंक-वगा-योग पर त्तवचार करते हैं। ह  जानते हैं 
कक k-अंकों वाली सबसे छोटी संख्या 10K-1 होती है। और यह देखना कदिन नहीं है कक स स्त 
k ≥ 4 के मलए 81k < 10K-1। 

k के कुछ  ान के मलए 81k तथा 10K-1 की स ची दी जा रही है :  

संख्या में अंकों की संख्या 
(K) 

1 2 3 4 5 6 … 

 81k 
81 162 243 324 405 486 … 

10k-1 1 10 100 1000 10000 100000 … 
 

k ≥ 4 के मलए, 81k < 10k-1 को आग न त्तवचध द्वारा मसद्ध करना बहुत ही आसान है। 
अतः इसके त्तवस्तार  ें न जाकर इसे पािक के मलए छोड़ा जा रहा है।  

उपरोक्त अस ानता (81k < 10k-1) यह साबबत करती है कक अगर कोई संख्या n जजस ें 
चार या उससे अचधक अंक हैं, तो इसका अंक-वगा-योग का  ान सदैव n से क  होगा।  
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इसर्लए, कोई संख्या n ककिि़ी भ़ी बड़़ी क्यों ि हो उस पर अंक-वगि-योग की प्रकक्रया बारम्बार 
लागू करिे पर अन्ििः हम 3-अंकीय संख्या से बड़़ी संख्या िहीं प्राप्ि कर सकिे।  

ककसी भी तीन-अंकीय सखं्या का अचधकत  अंक-वगा-योग  ान 243 होगा। 243 या उसस े
छोटी संख्या के मलए अचधकत  अंक-वगा-योग  ान 1 + 92 + 92 = 163 है (जो ह ें 199 स े
प्राप्त होता है); और 163 या उससे छोटी संख्याओं के मलए अचधकत  अंक-वगा-योग  ान 92 
+ 92 = 162 (99 से प्राप्त) है। वक्तव्यों के इस मसलमसले को आगे जारी नहीं रखा जा सकता 
क्योंकक 99 तो 162 से छोटी है। इसमलए, ननष्कर्ा के तौर पर ननम्नमलणखत कथन दे सकते हैं 
: “कोई संख्या ककतनी भी बड़ी क्यों न हो उस पर अंक-वगा-योग पुनरावतृ्ति लाग  करने पर 
अन्ततः ह  162 से बड़ी संख्या नहीं प्राप्त कर सकते।’’   

तो इस पुनरावतृ्ति के चक्रों की स ची बनाने के मलए इतना करना पयााप्त होगा कक यह संकक्रया 
1 व 162 के बीच की संख्याओं के साथ क्या पररिा  देती है। यह एक सीम त स ुच्चय है, 
इसमलए ह ारा का  अपेक्षाकृत आसान हो गया है। करना मसफ़ा  इतना होगा कक 1 और 162 
के बीच की सभी संख्याओं के अंक-वगा-योग  ान पता करें और उनके प्रक्षेप पथ (जजन्हें कक्षाएूँ 
भी कहते हैं) देखें। 

उदाहरि के मलए, 3 का प्रक्षेप पथ : 3,9,81,65,61,37, ... की ओर जाता है। इसे 37 स े
आगे जारी रखने की आवश्यकता नहीं है, क्योंकक ह ें पता है कक 37, 8-अंकीय चक्र पथ 
का दहस्सा है। और 37 के बाद, ह  बस उस 8-अंकीय चक्र पथ का अननजश्चत काल के 
मलए चक्कर लगाते रहत ेहैं।  
इसी प्रकार 5 का प्रक्षेप पथ : 5,25,29,85,89, ... की ओर जाता है; पहले के  ा ले की तरह 
यहाूँ भी इसे 89 से आगे जारी रखने की आवश्यकता ही नहीं है, क्योंकक 89 उसी 8-अंकीय 
चक्र पथ का दहस्सा है।  
इस तरह से आगे बढ़ते हुए, ह  1 से लेकर 162 तक की सभी संख्याओं का उसके अंक-वगा-
योग पुनरावतृ्ति (SSQ iteration) से उनके त्तवमभन्न प्रक्षेप पथों का पता लगा सकते हैं और 
देख सकते हैं कक उनका प्रक्षेप पथ उपरोक्त दो  ें से कोई एक है।  
 
ह  यहाूँ सभी संख्याओं की स ची दे सकते थे लेककन ह ें लगता है कक आप स्वयं अंक-वगा-
योग पुनरावतृ्ति तथा उनके त्तवमभन्न प्रक्षेप पथों को खोजें ताकक आप देख सकें  कक ह ने जो 
दावा ककया है वह सही है। 
 
आप इस बात से थोड़े नाख़ुश हो सकते हैं कक ह ने प्र ाि देते स य उसके अजन्त  भाग 
को अध रा छोड़ ददया है। या सत्यापन की बारीककयों को भी छोड़ ददया है। लेककन आप 
पाएूँगे कक यह बात आ तौर पर कम्प्य टर की  दद स ेककए जाने वाले सारे प्र ािों के 
मलए सही है। ऐस ेअचधकांश प्र ाि कुछ ऐसे कथनों के साथ स ाप्त ककए जाते हैं, “गिना 
सम्बजन्धत बारीकियाूँ पािक के मलए छोड़ी जा रही हैं” या कफर “बीजगणितीय सत्यापन पािक 
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के मलए छोड़ा जा रहा है” आदद। कुछ  ा ले  ें गिना के इन दहस्सों को काग़ज़ पर गिना 
करके प रा ककया जा सकता है। 
 
यदद पररदृश्य काफ़ी जदटल हों तब ह ें बीजगणित से सम्बजन्धत कम्प्य टर सॉफ्टवेयर (जैस-े
Mathematica) या सा ान्यतः इस्ते ाल की जाने वाली कम्प्य टर प्रोग्राम गं लैंग्वेज जैस े: 
पाइथन की ज़रूरत पड़ती है। 
  
कम्प्य टर की सहायता से प्राप्त प्र ािों के  ा ले  ें यह प्रश्न उत्पन्न हो सकता है, कक "ह  
कैसे जानते हैं कक ह ने जो प्रोग्रा  मलखा है उस ें कोई ताकका क तु्रदटयाूँ नहीं हैं?” या "ह  कैस े
कह सकते हैं कक ह ारे द्वारा इस्ते ाल की जा रही बीजगणित सॉफ्टवेयर तु्रदट रदहत है?" जब 
भी ह  कम्प्य टर से सहायता प्राप्त प्र ाि की बात करते हैं तब इस प्रकार के प्रश्न अननवाया 
रूप स ेउत्पन्न होते हैं, (कुछ  ा लों  ें इस तरह के प्रश्न वास्तव  ें उिे भी हैं)। उदाहरि के 
मलए — चार-रंग प्र ेय (four-colour theorem) को मसद्ध करना, काफ़ी हद तक  शीन 
द्वारा की जाने वाली  हत्त्वप िा एवं त्तवशाल गिनाओ ंपर ननभार है। त्तवस्तार से जानकारी के 
मलए आप सन्दभा स ची [5] और [6] को देख सकते हैं) 

 
प्रसन्ि संख्याओ ंके त्तविरण पर टटप्पण़ी :  
उच्च गनत वाले कम्प्य टर का उपयोग करके की गई त्तवस्ततृ संगिना से प्रसन्न संख्याओं के 
त्तवतरि के बारे  ें कुछ रोचक तथ्य प्राप्त हुए हैं। आपके मलए प्रसन्न संख्या से सम्बजन्धत दो 
तथ्य नीचे ददये जा रहे हैं :   

1. ऐसा प्रतीत होता है कक लगभग सभी सकारात् क प िाांक संख्याओं का 1/7, प्रसन्न 
संख्याएूँ हैं।   

2. ऐसा प्रतीत होता है कक सतत प्रसन्न संख्याओ ंकी अचधकत  लम्बाई 5 है। उदाहरि 
के मलए 44488, 44489, 44490, 44491, 44492 लगातार पाूँच संख्याएूँ हैं जो प्रसन्न 
संख्याएूँ भी हैं। जजनका अंक-वगा-योग पुनरावतृ्ति (SSQ iteration) से प्राप्त प्रक्षेप पथ 
1-चक्रीय होता है। 
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------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

शैलेष र्शराली सह्याद्री स्क ल (KFI), पुिे के ननदेशक और ऋत्तर् वैली स्क ल (आन्र प्रदेश) के 
सा ुदानयक गणित केन्द्र-प्र ुख रह चुके हैं। वे भारत के  ैथ-ओलजम्पयाड आन्दोलन स ेजुड़े रहे 
हैं। उन्होंने हाई स्क ल के त्तवद्याचथायों के मलए गणित की कई पुस्तकें  मलखी हैं। वता ान  ें वे 
“At Right Angles” पबत्रका के सम्पादक के रूप  ें काया कर रहे हैं।  

अिुवाद :  नोज कु ार शराफ़      अिुवाद पुिरीक्षण : सुशील जोशी 
कॉप़ी-एडिटर : अनुज उपाध्याय      (सभी एकलव्य फ़ाउण्डेशन)           सम्पादि : राजेश उत्साही  
 

 

 


