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Translation of Is a picture worth…On Proofs Without Words…a thousand words? At 
Right Angles, March 2015 
_______________________________________________________________________________ 

 
क्‍या‍एक‍चित्र... 

शब्दों‍के‍बिना‍प्रमाण 
…‍हजार‍शब्दों‍के‍िरािर‍होता‍है? 

- कम्युननटी‍मैथमैटटक्स‍सेंटर‍ 
‘शब्दों‍के‍बिना‍प्रमाण’‍यह‍िात‍अपने‍आप‍में‍विरोधाभास‍की‍तरह‍लगती‍है!‍यटद‍आपको‍
ककसी‍भी‍शब्द‍के‍उपयोग‍की‍अनुमनत‍नहीीं‍है, तो‍आप‍कैसे‍कुछ‍साबित‍कर‍सकते‍हैं? इस‍
वििार‍के‍िेतुकेपन‍के‍िािजूद,‍शब्दों‍के‍बिना‍प्रमाण‍की‍धारणा‍(जजसे‍आमतौर‍पर‍सींक्षिप्‍त‍
में‍PWW-‍Proof Without Words कहा‍जाता‍ है)‍ने‍ हाल‍ही‍ के‍दशकों‍में‍गणणत‍में‍िहुत‍
लोकवप्रयता‍हाससल‍की‍ है।‍समय-समय‍पर‍ पुराने, पररचित‍कथनों‍के‍ सलए‍नए, सुरुचिपूणण‍
PWWs से‍हमारा‍सामना‍होता‍रहता‍है।‍इस‍छोटे-से‍लेख‍में‍PWW के‍विरोधाभासी‍मालूम‍
होने‍िाले‍स्िरूप‍की‍ििाण‍की‍गई‍है‍और‍PWWs के‍कुछ‍उदाहरण‍प्रस्तुत‍ककए‍गए‍हैं।‍ 

मुख्य शब् द :‍दृश्य‍प्रमाण, पाइथागोरस‍प्रमेय, कोज्‍या‍ ननयम, tan 15, बत्रकोणीय‍सींख्या, 
समान्तर‍माध्य, गुणोत्‍तर‍माध्य, हरात्‍मक‍माध्य 

पररर्यात्मक टटप्पण़ी  
हाल‍के‍दशकों‍में‍‘शब्दों‍के‍बिना‍प्रमाण’ (PWWs) में‍िहुत‍रुचि‍रही‍है।‍मैथ‍िुल्फ्राम‍(सन्दभण‍
6)‍में, सींिेप‍में‍और‍स्पष्ट‍शब्दों‍में‍िताया‍गया‍है‍कक‍शब्दों‍के‍बिना‍प्रमाण‍ऐसे‍प्रमाण‍हैं‍
“...जो‍बिना‍ककसी‍टटप्पणी‍के,‍केिल‍दृश्य‍तत्िों‍पर‍आधाररत‍होते‍हैं।”‍PWWs आज‍प्रमाणों‍
की‍एक‍पूरी‍नई‍शैली‍िनाते‍हैं।‍मैथेमैटटक्‍स‍एसोससएशन‍ऑफ़‍अमेररका‍(MAA)‍द्िारा‍प्रकासशत‍
दो‍पबत्रकाएँ‍(कॉलेज‍जनणल‍ऑफ़‍मैथेमैटटक्‍स‍और‍मैथेमैटटक्‍स‍मैग्‍जीन)‍पाठकों‍द्िारा‍भेजे‍गए‍
मौसलक‍PWWs को‍ननयसमत‍रूप‍से‍प्रकासशत‍करती‍हैं।‍दो‍PWW सींकलन‍(सन्दभण‍2‍और‍3)‍
पुस्तक‍के‍रूप‍में‍आए‍हैं‍(इनमें‍PWWs के‍अलािा‍और‍कुछ‍भी‍नहीीं‍है)।‍इन‍पुस्‍तकों‍की‍
सामग्री‍मोटे‍तौर‍पर‍इन‍उजल्फ्लणखत‍पबत्रकाओीं‍और‍कुछ‍िेि‍पेजेस‍(सन्दभण‍1, 4, 5),‍जजनके‍
पास‍अपना‍खुद‍का‍अच्छा‍सींग्रह‍है, से‍ली‍गई‍है। 
 

PWW िास्ति‍में‍क्या‍है? इस‍िारे‍में‍विककपीडिया‍(सन्दभण‍5)‍का‍कहना‍है,‍“गणणत‍में, शब्दों‍
के‍बिना‍प्रमाण‍एक‍सिणससमका‍या‍गणणतीय‍कथन‍का‍प्रमाण‍है,‍जजसे‍ककसी‍भी‍शाजब्दक‍
व्‍याख्‍या‍के‍बिना‍आरेख‍द्िारा‍स्ि-स्पष्ट‍रूप‍से‍प्रदसशणत‍ककया‍जा‍सकता‍है।‍अपनी‍स्ि-स्पष्ट‍
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प्रकृनत‍के‍कारण‍इस‍तरह‍के‍प्रमाणों‍को‍औपिाररक‍और‍गणणतीय‍रूप‍स‍ेपररशुद्ध‍(rigorous)‍
प्रमाणों‍से‍अचधक‍सुरुचिपूणण‍माना‍जा‍सकता‍है।‍जि‍आरेख, ककसी‍सामान्य‍कथन‍के‍एक‍
विशेष‍मामले‍को‍प्रदसशणत‍करता‍है, तो‍एक‍प्रमाण‍होने‍के‍सलए, इसे‍ऐसा‍होना‍िाटहए‍कक‍
इसे‍सामान्‍यीकृत‍ककया‍जा‍सके।”‍ 

लेककन‍क्या‍िास्ति‍में‍शब्दों‍के‍बिना‍प्रमाण‍जैसी‍कोई‍िीज‍हो‍सकती‍है, या‍यह‍एक‍स्‍ि-
विरोधाभासी‍धारणा‍है? इस‍पर‍वििार‍करें‍कक‍गणणतीय‍प्रमाण‍क्या‍माना‍जाता‍है‍:‍स्पष्ट‍
और‍समझने‍योग्य‍भाषा‍में‍सलखा‍गया‍एक‍तकण , जो‍ककसी‍टदए‍गए‍कथनों‍के‍समूह‍से‍शुरू‍
होता‍है, प्रत्येक‍िरण‍का‍कारण‍िताता‍है‍(आमतौर‍पर‍ऐसे‍कथन‍का‍उल्फ्‍लेख‍करके, जो‍
पहले‍ही‍साबित‍हो‍िुका‍है)‍और‍कथन‍को‍ससद्ध‍करने‍के‍साथ‍समाप्त‍होता‍है।‍इस‍प्रकार, 
हर‍िरण‍औपिाररक‍और‍स्पष्ट‍होता‍है।‍ 

तरीका‍तो‍यही‍है‍कक‍ककसी‍भी‍प्रमाण‍को‍कम-से-कम‍ऐसा‍होना‍िाटहए।‍व्यिहार‍में‍ऐसे‍
िहुत‍सारे‍कथन‍हैं, जजन्हें‍केिल‍इस‍आधार‍पर‍उचित‍नहीीं‍माना‍गया‍है‍कक‍िे‍‘स्पष्ट’ हैं।‍
ककसी‍भी‍प्रमाण‍को‍देखने‍पर‍आप‍कभी‍न‍कभी‍इन‍िाक्याींशों‍:‍“यह‍स्पष्ट‍होना‍िाटहए‍
कक...”, “अि‍स्पष्ट‍रूप‍से...”, “यह‍बिलकुल‍स्पष्ट‍है‍कक...”; या‍अथण‍और‍आशय‍में‍इनस‍े
समलते-जुलते‍िाक्याींशों‍से‍रूिरू‍होंगे।‍शायद‍इसे‍ऐसा‍ही‍होना‍िाटहए; कोई‍भी‍व्यजक्त‍हर‍
एक‍कथन‍को‍कैसे‍उचित‍ठहरा‍सकता‍है? ननम्नसलणखत‍तथ्य‍उल्फ्लेखनीय‍है‍ :‍जि‍कोई‍
प्रकासशत‍प्रमाण‍ग़लत‍पाया‍जाता‍है, तो‍ग़लती‍तकरीिन‍हमेशा‍ऐस‍ेिाक्याींशों‍में‍नछपी‍हुई‍
पाई‍जाती‍ है।‍प्रमाण‍सलखते‍समय‍जो‍स्पष्ट‍लगता‍ है‍िह‍न‍केिल‍स्पष्ट‍नहीीं‍होता‍ है, 
िास्ति‍में‍ग़लत‍भी‍हो‍सकता‍है!‍ 

तो‍ऐसे‍में‍PWWs‍के‍सम्िन्ध‍में‍यह‍सारी‍िातिीत‍हमें‍कहाँ‍ले‍जाती‍है? उपरोक्त‍टटप्पणणयों‍
से‍समझ‍आता‍है‍कक‍शब्द‍के‍विशुद्ध‍औपिाररक‍अथों‍में‍PWW कोई‍प्रमाण‍नहीीं‍है।‍िजल्फ्क, 
यह‍ककसी‍प्रमाण‍का‍एक‍सुझाि‍है; यह‍प्रमाण‍की‍एक‍रूपरेखा‍है।‍दसूरे‍तरीके‍से‍कहें‍तो‍
यह‍काव्य‍रूपक‍में‍ढला‍हुआ‍एक‍प्रमाण‍है।‍PWW में, लेखक‍और‍पाठक‍के‍िीि‍एक‍प्रकार‍
का‍ग़ैर-मौणखक‍सींिाद‍िल‍रहा‍होता‍है, और‍उस‍सींिाद‍में‍पूरे‍प्रमाण‍के‍पुनननणमाणण‍के‍सलए‍
पयाणप्त‍सींकेत‍ननटहत‍होते‍हैं।‍इसका‍मतलि‍यह‍है‍कक‍PWW‍अपने‍अथण‍के‍सलए‍गणणत‍की‍
एक‍साझा‍सींस्कृनत‍पर‍ननभणर‍करता‍है‍:‍इसमें‍लेखक‍और‍पाठक‍द्िारा‍इस्तेमाल‍की‍जान‍े
िाली‍एक‍समान‍भाषा, एक‍समान‍शब्दकोश‍या‍शब्दािली‍होती‍है।‍इस‍तरह‍के‍साझा‍आधार‍
के‍बिना, PWW समझ‍से‍िाहर‍होगा। 

ऐसी‍टटप्पणणयों‍की‍पषृ्ठभूसम‍के‍णखलाफ़‍यह‍देखा‍गया‍है‍कक, PWW को‍प्रमाण‍के‍रूप‍में‍
नहीीं‍मानने‍का‍कोई‍ठोस‍कारण‍नहीीं‍लगता‍है।‍इससलए‍हम‍ऊपर‍टदए‍गए‍वििरणों‍को‍सन्दभण‍
(5)‍और‍(6)‍के‍जररए‍स्िीकार‍करेंगे। 
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नीिे‍हम‍विशेष‍महत्त्ि‍िाले‍कुछ‍PWWs उनके‍सन्दभों‍के‍साथ‍(जहाँ‍भी‍उपलब्ध‍हैं)‍दे‍रहे‍
हैं।‍हमें‍उम्मीद‍है‍कक‍यह‍ककसी‍भी‍सींशयिादी‍पाठक‍को‍प्रमाण‍की‍एक‍मान्य‍शैली‍के‍रूप‍
में‍PWW के‍मूल्फ्य‍और‍महत्त्‍ि‍को‍समझने‍में‍उपयोगी‍होंगे।‍ 

शब्दों के बििा प्रमाण की एक प्रदशिि़ी  
पाइथागोरस‍का‍प्रमेय‍:‍(सामान्यतया)‍हम‍पाइथागोरस‍के‍महत्त्िपूणण‍प्रमेय‍के‍साथ‍शुरू‍करत‍े
हैं।‍हमने‍इस‍प्रमेय‍के‍सलए‍िारहिीीं‍सदी‍के‍प्रससद्ध‍प्रमाण‍“िीहोल्फ्ि”‍(भास्‍कर‍द्वितीय‍ने‍
आरेखों‍और‍केिल‍एक‍शब्‍द‍“Behold” के‍द्िारा‍पाइथागोरस‍प्रमेय‍को‍ससद्ध‍करके‍टदखाया)‍
को‍एट‍राइट‍एींगल्फ्स‍के‍पहले‍के‍ककसी‍अींक‍में‍प्रस्‍तुत‍ककया‍है, इससलए‍हम‍इसे‍यहाँ‍नहीीं‍
दोहरा‍ रहे‍ हैं।‍ इसके‍ िजाय‍ हम‍ितृ्त‍ के‍गुणधमों (विशेषकर‍जीिाओीं‍का‍ प्रनतच्छेदन‍प्रमेय‍
(intersecting chords theorem), जजसे‍ ‘प्रनतच्छेदी‍जीिा‍प्रमेय’‍(crossed chords theorem) भी‍
कहा‍जाता‍है)‍पर‍आधाररत‍एक‍प्रमाण‍प्रस्ततु‍कर‍रहे‍हैं।‍इसे‍सन्दभण‍(2),‍पषृ्‍ठ‍8‍से‍सलया‍
गया‍है।‍चर्त्र-1‍देखें।‍ 
 

‍‍‍‍‍‍ 
चर्त्र–1‍:‍पाइथागोरस‍प्रमेय‍के‍सलए‍PWW 

(c + a) × (c − a) = b × b 

∴ c2‍−‍a2‍=‍b2 

∴‍a2‍+‍b2‍=‍c2 

 

कोज्‍या‍ननयम‍(Cosine Rule)‍:‍पाइथागोरस‍के‍प्रमेय‍के‍सलए‍PWW‍का‍एक‍छोटा-सा‍अनुकूलन‍
कोज्‍या‍ननयम‍के‍सलए‍PWW उत्‍पन्‍न‍करता‍है; इसकी‍प्रेरणा‍भी‍‘प्रनतच्छेदी‍जीिा‍प्रमेय’‍स‍े
समलती‍है।‍यह‍PWW सन्दभण‍(2), पषृ्‍ठ‍32‍से‍सलया‍गया‍है।‍चर्त्र-2‍देखें।‍ 
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चर्त्र-2‍:‍कोज्‍या‍ननयम‍के‍सलए‍PWW 

(a +c) × (a −c) = b × (2a cosθ−b) 

∴ a2- c2 = 2ab cosθ−b2 

∴ c2 = a2 + b2−2ab cosθ 

15‍अींश‍की‍स्पशणज्या‍(tangent)‍:‍tan15° का‍मान‍क्या‍है? चित्र-3‍को‍(यटद‍हमने‍इसे‍ठीक‍
से‍िनाया‍है, और‍यटद‍यह‍PWW‍उतना‍ही‍प्रभािी‍है‍जजतना‍कक‍यह‍दािा‍करता‍है)‍इसका‍
उत्तर‍प्रकट‍करना‍िाटहए!‍यानी‍कक‍इसे‍आपको‍यह‍विश्िास‍टदलाना‍िाटहए‍कक‍tan15° =‍2‍
−‍√3‍होता‍है।‍कृपया‍चित्र‍का‍ध्यानपूिणक‍अध्ययन‍करें, और‍हमें‍िताए‍ँकक‍क्या‍इसने‍आपको‍
इस‍कथन‍से‍सहमत‍होने‍के‍सलए‍राजी‍ककया‍है।‍ 

 
चर्त्र–3 : ‍PWW यह‍दशाणने‍के‍सलए‍कक‍tan15°‍=‍2‍−‍√3‍होता‍है‍ 
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बत्रकोणीय‍ सींख्‍या‍ सिणससमका‍ (Triangular number identity)‍ :‍ बत्रकोणीय‍ सींख्‍याओीं‍ Tn (‘T-
सींख्‍याएँ’) को‍प्राकृत‍सींख्याओीं‍1, 2, 3, 4,… के‍अनुक्रम‍ के‍आींसशक‍योगफलों‍ के‍रूप‍में‍
पररभावषत‍ककया‍जाता‍है‍(इससलए‍यह‍सींख्याएँ‍1, 1‍+‍2‍=‍3, 1‍+‍2‍+‍3‍=‍6, 1‍+‍2‍
+‍3‍+‍4‍=‍10,… हैं)।‍ 

यह‍ननम्‍न‍सूत्र‍द्िारा‍उत्पन्न‍होती‍हैं‍:‍ 

Tn = n(n+1)/2  

 

यह‍T-सींख्याएँ‍िडी‍सींख्या‍में‍ऐसी‍सिणससमकाओीं‍को‍दशाणती‍हैं‍जो‍िगण‍सींख्याओीं‍के‍गुणधमों‍
के‍साथ‍घननष्ठ‍रूप‍से‍जुडी‍हुई‍हैं।‍इनमें‍से‍सिसे‍सरल‍और‍सिसे‍आकषणक‍हैं‍:‍ 

(अ)‍दो‍क्रमागत‍T-सींख्याओीं‍का‍योगफल‍एक‍पूणण‍िगण‍होता‍है।‍ 

(ि) यटद‍आप‍एक‍T-सींख्या‍को‍8 से‍गुणा‍करते‍हैं‍और‍पररणाम‍में‍1‍जोडते‍हैं, तो‍
आपको‍एक‍पूणण‍िगण‍समलता‍है।‍ 

इन‍दोनों‍गुणधमों‍के‍सलए‍कई‍अच्छे‍PWWs हैं‍जजनकी‍खोज‍हम‍आप‍पर‍छोडते‍हैं।‍ 

अि‍हम‍एक‍कम‍स्पष्ट‍और‍िहुत‍कम‍जाने-पहिाने‍पररणाम‍के‍सलए‍एक‍PWW प्रस्ततु‍कर‍
रहे‍हैं‍जजसे‍सन्दभण‍(2), पषृ्ठ‍104‍से‍सलया‍गया‍है।‍ 

यह‍पररणाम‍कुछ‍इस‍प्रकार‍है‍: 

3Tn + Tn-1 = T2n  

 

PWW को‍चित्र-4‍में‍दशाणया‍गया‍है।‍ध्यान‍दें‍कक‍इस‍चित्र‍को‍n = 5‍के‍विसशष्ट‍मामले‍के‍
सलए‍तैयार‍ककया‍गया‍है।‍इससलए‍यह‍केिल‍3T5 +T4 = T10 को‍दशाणता‍है।‍लेककन‍यह‍सभी‍
धनात्‍मक‍पूणाांकों‍ के‍ सलए, 3Tn + Tn-1 = T2n को‍दशाणने‍ के‍ सलए‍काफ़ी‍ स्पष्ट‍तरीके‍से‍
सामान्यीकरण‍करता‍है।‍‍ 

 

 
चर्त्र-4‍:‍3T5 +T4 = T10 को‍दशाणने‍के‍सलए‍PWW 
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इस‍PWW में‍हम‍एक‍थीम‍देखते‍हैं‍जो‍सींख्या-सम्िन्धों‍के‍सलए‍PWW में‍िहुत‍आम‍है‍:‍
यह‍PWW केिल‍एक‍विसशष्ट‍सींख्या‍के‍सलए‍टदखाया‍गया‍है‍।‍लेककन‍जजस‍तरह‍से‍इसे‍
िनाया‍गया‍है, उससे‍स्पष्ट‍सुझाि‍समलता‍है‍कक‍इसे‍ककसी‍भी‍सींख्‍या‍के‍सलए‍ककस‍तरह‍से‍
तैयार‍ककया‍जा‍सकता‍है।‍जजस‍तरह‍से‍यह चर्त्र‍िनाया‍गया‍है‍उसमें‍सामान्यीकरण‍का‍
मागण‍ननटहत‍है। 

 

 
•‍OD2‍=‍OA × OB 

•‍OD = √ab 

•‍OE/OD = OD/OC ( = cos ∠DOE)  

•‍OE = OD2/OC = 2ab/a+b 

•‍OE = हरात्‍मक‍माध्‍य‍of a, b 

•‍OD = गुणोत्तर‍माध्‍य‍of a, b 

•‍OC = समान्तर‍माध्‍य‍of a, b 

•‍OE < OD < OC 

चर्त्र-5‍:‍समान्तर‍माध्‍य‍–‍गुणोत्तर‍माध्‍य‍-‍हरात्‍मक‍माध्‍य‍अससमका‍के‍सलए‍PWW  
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समान्तर‍माध्‍य‍–‍गुणोत्तर‍माध्‍य‍-‍हरात्‍मक‍माध्‍य‍अससमका‍(Arithmetic mean - Geometric 

mean - Harmonic mean Inequality)‍:‍हम‍इस‍सींकलन‍को‍AM-GM-HM अससमका‍के‍सलए‍
एक‍PWW‍के‍साथ‍खत्म‍कर‍रहे‍हैं।‍यह‍AM-GM-HM अससमका‍इसी‍अींक‍यानी‍एट‍राइट‍
एींगल्फ्स, मािण‍2015 में‍हुसैन‍द्िारा‍सलणखत‍एक‍लेख‍‘िगणमूलों‍के‍सलए‍सरल‍सूत्र’‍(Simple 

Formulas for Square Roots)‍में‍एक‍महत्त्िपूणण‍भूसमका‍ननभाती‍है।‍“AM-GM-HM अससमका”‍
का‍कथन‍यह‍है‍कक‍ककन्‍हीीं‍भी‍दो‍धनात्मक‍सींख्याओीं‍𝑎‍और‍𝑏‍के‍सलए‍AM ≥ GM ≥ HM‍है,‍
जहाँ‍पर‍AM, GM ि‍HM 𝑎‍और‍𝑏‍के‍क्रमश:‍समान्तर‍माध्य, गुणोत्‍तर‍माध्य‍और‍हरात्‍मक‍
माध्‍य‍को‍सूचित‍करते‍हैं‍:‍ 

AM = a + b/2, 

GM = √ab, 

HM = 2ab/ a + b 

इसके‍अलािा, ठीक-ठीक‍समानता‍ति‍होती‍है‍जि‍a = b होता‍है।‍चित्र-5‍में‍दशाणई‍गई‍आकृनत‍
इस‍गुणधमण‍को‍सुन्दर‍और‍सींक्षिप्त‍तरीके‍से‍प्रदसशणत‍करती‍है।‍(चित्र‍में‍यह‍मान‍सलया‍गया‍
है‍ कक‍𝑎‍< b है।)‍िास्ति‍में‍यह‍PWW नहीीं‍ है, क्योंकक‍व्युत्पन्न‍(derivations)‍दाईं‍ओर‍
टदखाए‍गए‍हैं!‍लेककन‍हमने‍इसे‍यहाँ‍शासमल‍ककया‍है‍क्योंकक‍यह‍आकृनत‍अससमका‍को‍काफ़ी‍
अच्छे‍तरीके‍से‍ज्‍यासमनत‍के‍ढाँिे‍में‍पेश‍करती‍है। 
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