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आयत का क्षेत्रफल = लम्बाई X चौडाई  
9 साल की एक बच् च़ी के साथ बातच़ीत  
राख़ी बिजी  
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प्राथममक स् ति पि बच् चों को कई तिह के मापन मसखाए जाते हैं, जैसे लम्बाई, वज़न, आयतन, 
मुद्रा, समय औि अन्त में क्षेत्रफल औि परिमाप (परिमाप भी लम्बाई की माप है)। हालााँकक 
लम्बाई, वज़न औि आयतन को पढाने के मलए, ववद्यार्थियों को मापन की अनौपचारिक/अमानक 
इकाइयों का एक्सपोजि देने का प्रयास ककया जाता है। इस प्रकाि हम ककसी वस् तु को मापने 
के मलए क्या उपयोग कि सकते हैं, इस बात की कुछ अन्तर्निहहत समझ बनना शुरू होती है, 
लेककन मापन की अन्य अवधाििाएाँ मानक इकाइयों, रूपान्तििों औि सूत्रों से शुरू होती हैं। 
यहााँ तक कक जब अमानक इकाइयों को पेश ककया जाता है, तब भी शायद ही कभी उन 
मसद्धान्तों को स्पष्ट रूप से समझाने पि ज़ोि हदया जाता है जजनका मापन में र्नयममत रूप 
से पालन ककया जाता है— जैसे कक ककसी इकाई को चुनना औि बबना ककसी गैप या ओविलपै 
के इसका बाि-बाि दोहिाव किना। यह माना जा सकता है कक चूाँकक बच्चे पहले से ही मापन 
के कुछ पहलुओं/आयामों के मलए अनौपचारिक/अमानक इकाइयों के बािे में जानते हैं, इसमलए 
वे समय औि क्षेत्रफल सहहत सभी प्रकाि के मापन के मलए मानक इकाइयों के साथ काम किने 
हेतु तैयाि होंगे। इसके अलावा, समय औि क्षेत्रफल का मापन, सीखने औि मसखाने के मलहाज़ 
से अर्धक कहिन अवधाििाएाँ हैं। बबना इस बात पि ध्यान केजन्द्रत ककए हुए कक समय औि 
समय मापन का आशय क् या है, "समय" की अवधाििा को घडी पढने (देखने) व समझने तक 
सीममत ककया जाता है। इसी तिह से, क्षेत्रफल औि परिमाप केवल सूत्रों से कहीं अर्धक हैं। यह 
भी समझना होगा कक क्षेत्रफल औि परिमाप क्या हैं, वे कैसे अलग हैं या कैसे एक-दसूिे के 
साथ जुडे हैं। यह लेख मेिी 9 वर्षीय बेटी (एम) को क्षेत्रफल औि परिमाप के बािे में सोचने की 
प्रकिया में जोडने हेतु ककए गए मेिे प्रयास के बािे में है। मेिा उद्देश्य, बच्चों को इन 
अवधाििाओं को पढाते समय आने वाली कुछ चुनौर्तयों का वििन किना, कुछ शैक्षणिक ववचािों 
का सुझाव देना औि साथ ही एक बच्चे की सोच की झलक देना है।  

सन्दर्ि   
यह प्रसंग हमािे परिवाि के नवर्नममित भवन में गहृप्रवेश औि उसके कािपेट एरिया के बािे में 
चचाि के साथ शुरू हुआ। जब घि के वयस्क कािपेट एरिया पि चचाि कि िहे थे, तब एम न े
हमसे पूछा कक वगि-फुट का मतलब क्या है? वह लम्बाई, वज़न, आयतन सहहत मापन की 
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कुछ इकाइयों से अवगत थी। उसने हाल ही में सिल िेखीय (rectilinear) आकृर्त के परिमाप 
औि गोलाकाि आकृर्तयों की परिर्ध का अध्ययन ककया था (जजसकी इकाई लम्बाई की इकाई 
के समान ही थी), लेककन वह यह अनुमान नहीं लगा सकी थी कक "वगि-फुट" जैसी ककसी इकाई 
का क्या मतलब हो सकता है। 

 
चचत्र-1 : टाइल् स औि ववभाजन की योजनाबद्ध आकृर्त 

मैंने उसे समझाया कक फ़शि पि प्रत्येक टाइल, प्रत्येक तिफ़ से 2 फुट लम्बी थी औि पूिे टाइल 
(वगि) द्वािा घेिा गया स्थान 4 वगि फुट है। इसके अलावा, मैंने आगे यह भी कहा कक यहद 
हम वगि टाइल के 4 बिाबि हहस्से बनाते हैं, ताकक प्रत्येक भाग एक वगि बना िहे (जजसका अथि 
है कक बिाबि भागों को एक क्षैर्तज िेखा औि एक ऊध्वािधि िेखा द्वािा बनाया जाना है, जैसा 
कक र्चत्र 1 में हदखाया गया है), तब छोटे वगि का क्षेत्रफल 1 वगि फुट होगा। वास्तव में, मैंने 
"वगि-फुट" को एक वगि के क्षेत्रफल के रूप में परिभावर्षत ककया जजसकी प्रत्येक भुजा 1 फुट 
थी। मैंने उससे कहा कक अगि वह घि के फ़शि पि 1 फुट ववमा के कुल वगों की र्गनती कि 
ले, तो वह घि के कािपेट एरिया का पता लगा लेगी। पि हमािे पास ऐसा किने का समय नहीं 
था, इसमलए हम आगे बढ गए। 

कुछ हफ़्ते बाद, स्कूल में उसे क्षेत्रफल की अवधाििा से परिर्चत किाया गया। वह समझ गई 
थी कक क्षेत्रफल, आकृर्त की सीमा के अन्दि का स्थान है। आयत औि वगि केवल दो आकृर्तयााँ 
थी,ं जजन्हें इस सन्दभि में पेश ककया गया था। इसके साथ ही उन्होंने एक आयत औि एक वगि 
के के्षत्रफल को र्नकालने के सूत्र मलखे। इन दोनों को अलग-अलग िखा गया था, औि उस े
यकीन नहीं था कक आयत औि वगि के बीच कोई सम्बन्ध है; जबकक उनमें से एक में आमने-
सामने की भुजाएाँ बिाबि औि समान्ति थी औि दसूिे में सभी भुजाएाँ बिाबि थीं। ववमभन्न 
अवसिों पि, मैंने उसे यह सोचने के मलए प्रेरित किने की कोमशश की है कक क्यों वगि भी एक 
आयत है, औि परिमाप औि क्षेत्रफल के सन्दभों में एक ही सूत्र का उपयोग क्यों ककया जा 
सकता है। मैं यह देख पाने में उसकी मदद किने में बहुत सफल नहीं िही हूाँ कक वगि आयत 
का एक ववशेर्ष रूप है जजसमें आयत के सभी गुि तो बने ही िहते हैं, साथ ही एक अर्तरिक्त 
गुि भी होता है कक उसमें सभी भुजाएाँ समान होती हैं। वह काउंटि तकि  किती है कक यहद व े
एक ही थे, तो दोनों सन्दभों में दो अलग-अलग सूत्र क्यों थे। हालााँकक आने वाले वर्षों में, 
ज्याममर्त के सन्दभि में, वगि व आयत औि कई अन्य चतुभुिजों के बीच सम्बन्ध का पता 
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लगाया जाएगा, कफि भी हम सूत्रों को आधाि के रूप में उपयोग किके क्षेत्रफल औि परिमाप 
जैसी अवधाििाओं के मशक्षि की सीमाओं को देखना शुरू किते हैं।  

एक गणित मशक्षक होन े के नाते, मैंने अपन ेकाम को व्यवजस्थत ककया औि एम को यह 
मसखाने का फै़सला ककया कक इस तिह की सिल िेखीय आकृर्तयों का क्षते्रफल औि परिमाप 
क् या होता है। परिमाप का मशक्षि सिल था, क्योंकक वह समझती थी कक परिमाप "सीमा का 
कुल माप" है जजसे एक सिल िेखीय आकृर्त के मलए सभी भुजाओं की लम्बाई को जोडकि 
पाया जा सकता है, औि ककसी गोल आकृर्त के मामले में, हम सीमा के चािों ओि एक धागा 
लगाकि, औि कफि स् केल की मदद से इस धागे की लम्बाई का पता लगा सकते हैं। इसमलए, 
क्षेत्रफल ही वह अवधाििा थी, जजस पि मेिा ज़्यादा ध् यान था। 

क्षेत्रफल मापि का पररचय  

मैंने ववमभन्न प्रकाि की अमानक इकाइयों का उपयोग किके लम्बाई, वज़न औि आयतन के 
मापन के पनुअिभ् यास के साथ शुरुआत की। यह प्रयास उसने पहले स्कूल या घि पि ककए थे। 
इससे हमें उन चीज़ों के मलए जजन्हें हम माप िहे थे मापन के कई प्रकाि, इकाई के चुनाव औि 
मापन में अन्तर्निहहत मसद्धान्तों को देखने में मदद ममली। उदाहिि के मलए, जब हम लम्बाई 
को मापते हैं, तो हम र्नम्नमलणखत अमानक इकाइयों में से ककसी का उपयोग किते हैं : अंगुल, 
हाथ (कोहनी से बीच वाली उाँगली के मसिे तक की दिूी), हाथ का पंजा, पैि का पंजा, काग़ज़ 
की पट्टी को बाि-बाि वस्तु के साथ िखना जब तक कक हम लम्बाई को नाप नहीं लेते। एम 
को याद था कक काग़ज़ की एक पट्टी को बबना अन्तिाल छोडे बाि-बाि इस्तेमाल किके ककसी 
भी वस् त ुको मापने के दौिान या तो वह पूिी तिह से वस्तु पि कफट आ जाती है या कभी-
कभी माप (इस मामले में लम्बाई) की मात्रा र्नधािरित किने के मलए कुछ उपायों जैसे कक पट्टी 
को लम्बाई के अनसुाि अन्दि मोडने (एक पट्टी के मभन् नात् मक भाग) की आवश्यकता होती 
है। हमने इस कायि को काफ़ी ववस् ततृ रूप में ककया था। इसमलए उसे काग़ज़ का वह टुकडा 
स्पष्ट रूप से याद था जजसका उपयोग उसने अपने कमिे की अलग-अलग वस्तुओं जैसे बबस्ति, 
पढने की मेज़, कुसी आहद को मापने के मलए ककया था। वह पट्टी मोडने की इस प्रकिया को 
मभन्नों के साथ भी जोड सकती थी, इसमलए यह उसे पैमाने के ववचाि से परिर्चत किाने का 
एक अच्छा तिीका था। कभी-कभी यह िहस्योद्घाटन उसकी आाँखों में एक चमक औि आश्चयि 
पैदा किते औि बतौि मशक्षक मैं इससे िोमांर्चत हो उिती। पि मेिा यह कहना नहीं है कक यह 
अन्तर्दिजष्ट हमेशा उसके साथ िहती है। 

अभ् यास का दोहिाव यह समझने में उपयोगी था कक क्षेत्रफल भी आकृर्त की सीमा के अन्दि 
घेिे गए स् थान का मापन है औि इसमलए हमें इसे मापने के मलए एक इकाई की पहचान किन े
की आवश्यकता है। अब अगला सवाल यह था कक यह इकाई क्या हो सकती है। एम न ेकुछ 
हदन पहले खाली घि के कािपेट एरिया के बािे में हमािे साथ हुई बातचीत को याद नहीं ककया। 
उसने यह कहकि शुरुआत की कक हम काग़ज़ की पट्हटयों का उपयोग एक इकाई के रूप में 
कि सकते हैं। पहली नज़ि में उसके सुझाव से सहमत होत ेहुए, हमने चचाि की कक काग़ज़ की 
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पट्टी कैसी हदखेगी। उसकी कल्पना में पट्टी की लम्बाई आयत के समान थी जो एक बडे 
आयत (नीचे, र्चत्र 2 में हदखाया गया है) के भीति दोहिाया गया था। मैंन ेउससे पूछा : पट्टी 
का क्षेत्रफल क्या है? इस बात का अनुमान लगाते हुए कक मेिी आपवि पट्टी के आकाि के 
मलए थी, उसने सुझाव हदया कक हम पट्टी को आधा कि सकते हैं। छोटी पट्टी के क्षेत्रफल के  
प्रश्न ने उसे पिेशान कि हदया, क्योंकक उसे एहसास था कक पट्टी ककतनी भी छोटी कि दी 
जाए, कफि भी हमें पट्टी के क्षेत्रफल को जानने की ज़रूित है। औि उसने कुछ समय के मलए 
इसे छोड हदया। 

 
चचत्र-2 

 

के्षत्रफल को मापिे के र्लए इकाई को चुििे की ओर बढ़िा  

इससे पहले कक वह इस जस्थर्त से बाहि र्नकले, मैंने सुझाव हदया कक अगि हम आयत को 
भिने के मलए इन पहट्टयों के बजाय िेखा का उपयोग किें, तब? उसने इस सुझाव को आसानी 
से स्वीकाि कि मलया। अब उसने काग़ज़ की सबसे पतली सम्भाववत पट्टी को पा मलया था। 
मैंने उससे पूछा कक अब हम क्षेत्रफल को कैसे र्नकालेंगे। उसने कहा, "प्रत्येक िेखाखण्ड की 
लम्बाई ज्ञात किें, औि उसे िेखाओं की संख्या से गुिा किें!" यह शायद आयत के क्षेत्रफल के 
सूत्र, जो हम सीखते हैं, के सबसे किीब है औि इस बात के मलए कक हम क्षेत्रफल को प्राप्त 
किने के मलए आयत की लम्बाई औि चौडाई का गुिा क् यों किते हैं, शायद बच्चों के हदमाग़ 
में यह तकि  हो सकता है। पक्के तौि पि उसने यह महसूस ककया कक यह एक चुनौतीपूिि काम 
था क्योंकक समान आकाि के एक आयत के अन्दि की जगह को भिने के मलए बहुत सािी 
िेखाओं की आवश्यकता होगी। वस्तु की लम्बाई र्नकालने के मलए उसने जजस तिह काग़ज़ की 
पट्टी को दोहिाया था, उससे वह इस बात स ेभलीभााँर्त परिर्चत थी कक उनके बीच कोई गैप 
नहीं होना चाहहए।   

मेिे औि मेिी बेटी दोनों के मलए, इस चचाि औि खोज में यह एक महत्त्वपूिि बबन्द ुथा। क्षेत्रफल 
की माप के मलए हम जजस वगि इकाई का उपयोग किते हैं, उसे बबना ककसी प्रमाि या तकि  के 
सही मान मलया जाता है। हमें मापन के मलए एक इकाई की पहचान औि उसका र्नमािि किने 
की आवश्यकता है। लेककन इससे पहले कक हम ऐसा कि पाते, मुझे क्षेत्रफल को मापने के मलए 
इकाई के रूप में िेखाओं का उपयोग किने की अवैधता को हदखाना था। तो, मैंने उससे पूछा 
कक बताओ कक िेखा क्या है। उसने तुिन्त मुझे वह परिभार्षा दी जो उसने स्कूल में सीखी थी— 
िेखा सीधी होती है, जो दोनों हदशाओं में अर्नजश्चत दिूी तक बढाई जा सकती है। लेककन इस 
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बािे में यूजक्लडडयन का महत्त्वपूिि ववचाि यह है कक िेखा में कोई चौडाई नहीं होती है, लेककन 
दवुवधा यह है कक स्कूल में इतनी जल्दी केवल एक िैणखक ववमा पि ज़ोि नहीं हदया जाता है। 
औि इसमलए िेखा के िोस प्रस् तुतीकिि (भौर्तक अमभव्यजक्त) जो हम अपनी कॉपी में बनाते 
हैं औि आदशि िेखा की अवधाििा के बीच का पिस्पि वविोधाभास स्पष्ट है। वे िेखाएाँ जो हम 
अपनी पेंमसल/ पेन (चाहे वह ककतने भी नुकीले हों) के साथ खींचते हैं, आवश्यक स्थान को भि 
सकती हैं, औि कुछ चौडाई मलए होती हैं, क्योंकक ग्रेफाइट पेंमसल की नोक काग़ज़ की सतह को 
खिोंचती है, लेककन "आदशि" िेखा में ऐसा नहीं होगा। मेिे मलए इस पहलू को समझाए बबना 
आगे बढने का कोई सम्भव तिीका नहीं था। यह जानकि वह हैिान िह गई। इसी तिह मैंन े
उसे बताया कक एक "आदशि" बबन्द ुववमािहहत होता है, उसमें कोई लम्बाई, कोई गहिाई, कोई 
ऊाँ चाई नहीं होती है। लेककन काग़ज़ पि पेन या पेंमसल की मदद से बनाए गए बबन् द ुको देखने 
से ऐसा लगता है कक बबन्द ुमें यह सब होता है।  

औि कफि हम, यहााँ से आगे बढते हुए इस बात पि चचाि किने लगे कक क्या धागा, क्षेत्रफल के 
मापन की एक इकाई हो सकता है। इस बाि उसन ेजल्दी ही कहिनाई का पता लगा मलया कक 
यह वास्तव में जगह तो भि देगा लेककन हम धागे की मोटाई कैसे पता किेंगे। मैं उसे काग़ज़ 
की पट्टी वाले तिीके पि वापस ले आई, जो उसने शुरू में सुझाया था औि हमें लगा कक यह 
एक बेहति ववकल्प है, मसवाय इस तथ्य के कक हमें पट्टी के क्षेत्रफल को खोजने के मलए 
ककसी तिीके की आवश्यकता थी। लेककन इस बीच, हम आयत के अन्दि पट्हटयों को िख 
सकते थे औि आयत के क्षेत्रफल को 10 आयत इकाइयों के रूप में बता सकते थे (जैसा कक 
ऊपि र्चत्र 2 में हदखाया गया है)। उस हदन हमािे बीच कुछ औि बातचीत हुई, जो थोडी अजीब 
थी। जैस,े आयत के क्षेत्रफल को मापने के मलए हम कौन-कौन-सी आकृर्तयों को इसमें भि 
सकते हैं, पिन्तु इस समझ के साथ कक हमें अन्तत: इन आकृर्तयों में स ेप्रत्येक के क्षेत्रफल 
को र्नकालना ही होगा। कुछ सामर्ग्रयों जैसे छोटे दानों वाली धुली दालें, गोलाकाि बटन, छोटे 
वगि औि आयत को जमाकि मापन का काम किते हुए, उसने महसूस ककया कक कुछ आकृर्तयों 
(वगों, आयतों) के दोहिाव के साथ उनके बीच कोई स्थान नहीं छूटता है। जब वह क्षेत्रफल का 
मापन किने के मलए गोलाकाि बटन का उपयोग किती थी, तब दो बटनों के बीच में कुछ 
खाली स् थान छूट जाता था। यह स् थान तब भी छूट जाता था है जब दो बडे गोलाकि बटनों के 
बीच में छूटे स् थान को भिने के मलए छोटे गोलाकाि बटनों का इस् तेमाल ककया जाए। दाल के 
दानों को बहुत पास-पास जमाया जा सकता है, पिन्तु कफि भी उनके बीच में बहुत छोटे स् थान 
बच जाते हैं। इस बात को कहने के मलए यह एक अच्छा समय था कक आकृर्तयों को "टाइल" 
होना ही चाहहए, यह एक ऐसा ववचाि है जो हम स्पष्ट रूप से टेसीलेशन (tessellation — 
आकृर्तयों को एक-दसूिे के साथ इस तिह से जमाना कक उनके बीच में न तो कोई गैप िहे, 
न ही कोई ओविलैप हो) में तलाशते हैं। वतृ् तों को एक-दसूिे के साथ इस तिह सटाकि नहीं 
िखा जा सकता है कक उनके बीच में बबल् कुल जगह न बचे। इसी तिह स ेपंचभुज को भी तब 
तक सटाकि नहीं जमाया जा सकता है जब तक कक उनके बीच में हम ववमशष्ट आयामों के 
साथ कुछ अन्य आकृर्तयों का उपयोग न किें। हम फुटपाथों पि टाइल्स की जमावट में ऐसे 



6 |  अज़ीम प्रेमज़ी यूनिवर्सिटी एट राइट एंगल्स, जुलाई, 2020   

 

कई उदाहिि देख सकते हैं। एम न ेजल्दी से वगि टाइल्स के साथ बनाए गए एक नए फुटपाथ 
को याद ककया।  

यह बातचीत हमें इस समझ की ओि ले गई कक सभी आकृर्तयों को क्षेत्रफल के मापन के मलए 
एक इकाई के रूप में इस्तेमाल नहीं ककया जा सकता है। इसके मलए केवल आयत, वगि औि 
समकोि बत्रभुज होने चाहहए (यहद दोनों समकोि बत्रभुज ववर्षमभुज होंगे तो, उनमें से दो 
ममलकि एक आयत बनाएाँगे औि यहद वह समद्ववबाहु होंगे, तो उनमें से दो ममलकि एक वगि 
बनाएाँगे)। उस हदन के अन्त तक, हमने उन आकृर्तयों की पहचान कि ली थी, जो क्षेत्रफल 
मापन की एक इकाई के रूप में काम कि सकती हैं। मैंने एक बाि कफि से उसका ध्यान कमिे 
के फ़शि पि लगे वगािकाि टाइल की तिफ आकवर्षित ककया। उसने यह देखने के मलए माप मलया 
कक 1 फुट ककतना होता है। टाइल 2 फुट की भुजाओं वाला एक वगि था। अब हम टाइल को 
चाि बिाबि भागों में ववभाजजत किने की उसी समान जस्थर्त की ओि बढ िहे थे, जजसकी चचाि 
पहले की गई थी। मैंने अब ऐसे ही पूछा, "1 फुट की भुजा वाले छोटे वगि का क्षेत्रफल क्या है? 
" जवाब चकिा देने वाला था— "मुझे पता है कक सूत्र के साथ क्षेत्रफल को कैसे र्नकालना है,  
लेककन यहााँ मैं कैसे ढूाँ ढूाँ?" इस प्रश् न के जवाब के मलए उसे थोडा उकसाने औि िेलने पि उसन े
महसूस ककया कक यहााँ भी सूत्र का उपयोग आसानी से ककया जा सकता है। औि यह भी कक 
हम स्कूल में जो कुछ भी सीखते हैं वह मसफ़ि  गणित की कॉपी में मलखने के मलए नहीं है, 
बजल्क बाहि की दरु्नया के मलए भी है। इकाई लम्बाई वाले वगि के क्षेत्रफल को र्नकालने के 
बाद, उसने अचानक पूछा, "क्योंकक हम आकृर्त के अन्दि इकाई लम्बाई के वगों को जमा िहे 
हैं, क् या इसमलए हम क्षेत्रफल की इकाई को वगि-फुट/वगि-सेंटीमीटि कहते हैं?" औि उसने यह 
भी पता लगा मलया कक आकृर्त के अन्दि लगाए गए वगों की संख्या आकृर्त का क्षेत्रफल है। 
उस हदन उसे एक बडे िहस्योद्घाटन का सामना किना पडा था, लेककन क्षेत्रफल के इस सीखन े
को पूिा किने के मलए अब वगों के आस-पास अर्धक िोस बातचीत की आवश्यकता थी। यह 
सत्र आसानी से एक घण्टे से अर्धक समय तक चलेगा।  

इकाई वगों के साथ क्षेत्रफल और पररमाप के सूत्रों को जोडिा  

कुछ हदनों के बाद, मैंने समान आकाि के छोटे वगािकाि टाइलों से बने एक आयत के साथ  
बातचीत शुरू की। इस दौिान स्कूल में उसने आयतों औि वगों के मलए क्षते्रफल औि परिमाप 
के मलए सूत्र लागू किने पि बहुत सािे अभ्यास प्रश्न ककए थे। एक र्दढ ववश्वास यह भी था कक 
प्रश्न को हल किने से पहले सही सूत्र मलखना बहुत महत्त्वपूिि था। मैंने दो िंगों (नीले औि 
नािंगी) की छोटी वगािकाि टाइलों के साथ 6 × 8 आयाम के साथ एक आयत बनाया था, औि 
उसका काम इस आयत के क्षेत्रफल औि परिमाप (र्चत्र 3) को खोजना था। 
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चचत्र-3 

अब तक स्कूल औि घि पि कुछ काम के माध्यम से एम ने सीख मलया था कक क्षेत्रफल 
र्नकालने के मलए ककसी को मसफ़ि  उस आकृर्त के अन्दि के वगों की संख्या र्गनने की ज़रूित 
है औि परिमाप के मलए, उसे दी गई आकृर्त की भुजाओं की लम्बाइयों को जोडना होगा। हम 
वगों की भुजा को इकाई लम्बाई के रूप में उपयोग किने पि सहमत हुए थे औि इसमलए हि 
वगि का क्षेत्रफल भी इकाई क्षेत्रफल था। उसने वगों की संख्या र्गनकि आयत का क्षेत्रफल 
र्नकाल मलया जो कक, इस मामले में 48 वगि इकाई था। उसे वगि इकाई कहने में कुछ 
हहचककचाहट थी औि शायद वह इसे वगि मीटि, वगि सेंटीमीटि या वगि फुट के रूप में कहना 
पसन्द किेगी। मैंने यहााँ पि हस्तक्षेप ककया औि उसे बताया कक चूाँकक हम वगों की सही लम्बाई 
नहीं जानते हैं, इसमलए हम इसे 1 इकाई कह सकते हैं, उसी तिह जैसे हमने लम्बाई मापन े
के मलए काग़ज़ की पट्टी को 1 इकाई के रूप में मलया था। वह अर्नच्छा से सहमत हो गई। 
इसके बाद, उसने आयताकाि सीमा में आए इकाई वगों की भुजाओं की र्गनती किके परिमाप 
का पता लगाया। उसने ऐसा आयत की सीमा में प्रत्येक वगि को केवल एक बाि र्गनते हुए 
ककया, जो कक 24 इकाइयााँ था।  

यह समझने के बाद कक एम ने क्या ककया है, मैंने उसे उन सूत्रों का उपयोग किने के मलए 
ज़ोि हदया जो उसने स्कूल में सीखे थे ताकक वह देखे कक क्या उसे यही क्षेत्रफल औि परिमाप 
ममलेगा। उसने लम्बाई औि चौडाई के साथ हदखाई देने वाले छोटे वगों के ककनािों की र्गनती 
किके आयत की लम्बाई औि चौडाई का पता लगाया। उसने सही र्गनती किते हुए इन्हें िमश: 
6 औि 8 पाया। आयत के क्षेत्रफल के सूत्र लम्बाई × चौडाई (l × b) में इन मानों को िखने 
पि क्षेत्रफल 48 वगि इकाई आया। हालााँकक, इन मानों को परिमाप सूत्र में जो 2 (l + b) था, 
िखने पि उसे परिमाप के रूप में 28 इकाइयााँ ममला। अब वह उलझन में थी। मैंने उसे इस 
बात का पता लगाने के काम के साथ छोड हदया कक परिमाप के दो परििामों में से कौन-सा 
सही था। उसने एक बाि कफि जााँच की कक क्या उसने आकृर्त की सीमा में वगों पि अपनी 
उाँगमलयों को धीिे-धीिे घुमाकि आयत की लम्बाई औि चौडाई को सही ढंग से र्गना है (र्चत्र 
3 देखें)। कफि उसने धीिे-धीिे इसी काम को पुन: किके परिमाप की जााँच की ताकक वह ववसंगर्त 
का कािि समझ सके। औि र्नजश्चत रूप से थोडे समय में उसने पाया कक जब उसने सीमा 
में वगों के ककनािों की र्गनती किके परिमाप को खोजने का प्रयास ककया था, तो वह कोने में 
जस्थत वगों को केवल एक बाि र्गन िही थी। हालााँकक, आयत की लम्बाई औि चौडाई का पता 
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लगाने के मलए कोने के प्रत्येक वगि को दो बाि र्गनना था एक बाि लम्बाई की ओि, औि 
दसूिी बाि चौडाई की ओि। उसने इस समस् या को हल ककया, यह दशािता है कक कोने के वगों 
को दो बाि र्गना जाएगा क्योंकक वह लम्बाई के साथ-साथ चौडाई में भी शाममल थे। (िॉस 
द्वािा र्चजननत कोने के वगों के मलए र्चत्र 4 देखें)। 

 
चचत्र-4 

मैं आगे यह देखना चाहती थी कक क्या अब वह आयत के क्षेत्रफल का पता लगाने के मलए 
एक आयत की लम्बाई औि चौडाई को गुिा किने का कािि देख सकती है। यह आसान नहीं 
था। मैं उसे आयत में वगों की संख्या र्गनने का कोई आसान तिीका बताने के मलए प्रेरित 
किती िही। दभुािग्य स,े उसने आयत को 6 छोटे वगों के 8 समूहों से बना नहीं देखा। उसे यह 
पहचानने में कुछ समय लगा कक वह वगों को 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 या 6 
× 8 के रूप में सोच सकती है। 

क्षेत्रफल और पररमाप के ब़ीच सम्बन्धों की खोज 

कफि हमने नीचे की ओि से कुछ वगों को हटाकि आयत को कफि से व्यवजस्थत किने के बािे 
में सोचा। हमने प्रयत् न औि तु्रहटयों के ज़रिए ऐसा किना शुरू ककया लेककन इसमें बहुत समय 
लग िहा था औि हम यह र्नजश्चत नहीं कि पा िहे थे कक अलग आयाम वाले एक आयत 
बनाने के मलए हमें ककतनी पंजक्तयों को स् तम् भों में ले जाना है। आणखिकाि, हमें 48 के मलए 
कुछ गुिनखण्ड खोजने पडे। हमने 12 × 4 को एक अच्छे ववकल्प के रूप में पाया औि नए 
आयत को नीचे (र्चत्र 5) हदए गए रूप में जमाया। एम ने एक बाि कफि नए आयत के क्षेत्रफल 
औि परिमाप को र्नकाला, पिन्त ुइस बाि उसे उतनी हदक़्ककत नहीं हुई। अब क्षेत्रफल तो वही 
िहा था लेककन परिमाप 32 इकाइयों में बदल गया था। वह देख सकती थी कक चूाँकक हमने 
वगों की संख्या नहीं बदली है, केवल उन्हें कफि से जमाया है, इसमलए क्षते्रफल में बदलाव नहीं 
होना चाहहए। लेककन यह तथ्य, कक आयत के एक ही क्षेत्रफल के मलए उसका परिमाप बदल 
सकता है, हैिान कि देने वाला था। उसने यह भी सोचा कक परिमाप औि क्षेत्रफल के बीच के 
अन्ति के मलए कुछ पैटनि होना चाहहए, उसके हदमाग़ में शायद एक र्नजश्चत अन्ति था, जजसे 
भी ग़लत िहिाया गया था। 
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चचत्र-5 

अब एक आकृर्त बनाने के मलए वगों को कफि से व्यवजस्थत किने की उसकी बािी थी। क्षेत्रफल 
औि परिमाप की नई ववकमसत होती समझ को देखते हुए, उसे अब छोटे वगों को एक आयत 
या वगि में पुनगिहित किने के मलए वववश नहीं ककया गया था। उसने एक अर्नयममत आकृर्त 
(र्चत्र 6 की तिह) बनाई, औि उसने Y द्वािा र्चजननत एक वगि को हटान ेका फै़सला ककया। 
उसे यह स्पष्ट था कक क्षेत्रफल 1 इकाई कम हो गया था क्योंकक उसने एक वगि को हटा हदया 
था, लेककन वह इस तथ्य से हैिान थी कक परिमाप वही 32 इकाइयााँ बना िहा। इसके अलावा, 
उसने X द्वािा र्चजननत एक औि वगि को हटा हदया, इसस ेक्षेत्रफल एक इकाई औि कम हो 
गया, लेककन उसके आश्चयि हुआ कक परिमाप एक बाि कफि वही िहा। लेककन इस बाि, वह 
यह बतान ेमें सक्षम थी कक यह क्यों हो िहा था। वह स्पष्ट रूप से बता पाई कक X को हटान े
स ेजो दो भुजा-लम्बाई खोई थीं, उसकी पूर्त ि उन दो नई भुजा-लम्बाइयों द्वािा की गई थी, जो 
कक X को हटाने के दौिान खुल गई थीं।  

अन्त में 

यह क्षेत्रफल औि परिमाप से सम्बजन्धत हमािी बातचीत का अन्त था। इस बातचीत के दौिान 
र्नममित उदाहििों को देखने पि महसूस ककया कक हमने एक समान क्षते्रफल पिन्तु अलग 
परिमाप वाले आयतों का र्नमािि ककया। साथ ही एक ही परिमाप पिन्त ुअलग-अलग क्षेत्रफल 
वाली अर्नयममत आकृर्तयों को भी बनाया। एम लम्बे समय तक इन कायों के साथ लगी िही 
औि उसने बातचीत के दौिान उभिी चुनौर्तयों को हल किने की भिपूि कोमशश की।  

हालााँकक, अभी भी बहुत सािी चीज़ें हैं जो शैक्षक्षक िम में औि साथ ही साथ एम की समझ में 
भी स्पष्ट नहीं हैं जजनको ववकमसत किने का काम मैंने कफ़लहाल स्थर्गत कि हदया है। 
आयताकाि पट्टी के ववचाि को मैंने गम्भीिता से क्यों नहीं मलया? मैंने उसे मापन के मलए 
आयतों के उपयोग किन ेसे क्यों ववचमलत ककया औि इसके बजाय अपने ज्याममतीय ववचािों 
को क् यों प्रस्तुत ककया? यहद मैंने आयतों का उपयोग किके पूिे स्थान को भिा होता तो क्या 
होता? इकाई लम्बाई के वगि का उपयोग किके मैं क्या प्राप्त कि िही हूाँ? तथ्य यह है कक हम 
सामान्यीकृत ककए जा सकने वाले ववचािों की तलाश कि िहे हैं, जो कक गणितीय सोच का एक 
मूल है। जब हम क्षेत्रफल के मापन के मलए इकाई वगों का उपयोग किते हैं, तो वगि का 
क्षेत्रफल अपने आप में 1 वगि-इकाई है, जो लम्बाई मापने के मलए 1 इकाई (या सेंटीमीटि या 
मीटि) की तिह है, जजसके अपने फ़ायदे हैं। हमें एक ऐसी इकाई खोजने की आवश्यकता है जो 
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हमें समजन्वत रूप से आकृर्त की लम्बाई औि चौडाई को मापने में मदद कि सके औि 1 वगि-
इकाई हमें ऐसा किने में मदद किती है, औि एक आयताकाि-इकाई हमें ऐसा किने में मदद 
नहीं किती है। हम अब इस इकाई का उपयोग ववमभन्न प्रकाि की आकृर्तयों के क्षेत्रफलों को 
मापने के मलए कि सकते हैं औि यहााँ तक कक उन मामलों में भी जहााँ लम्बाइयााँ पूिाांकों के 
साथ-साथ मभन् न भी हैं (इसके मलए हमें मभन्न औि दशमलव के ववचािों का उपयोग किने की 
आवश्यकता होगी)। मैं यह यकीन से नहीं कह सकती कक एम इसे समझती है, औि मैंन ेउस े
इसका पता लगाने के मलए पयािप्त समय नहीं हदया। कुछ औि हदनों के बाद मैंने उससे इस 
बािे में बात किने की कोमशश की। उसे हदखाया कक कैसे आयत का इस्तेमाल एक वगि को 
र्चजननत किने के मलए ककया जा सकता है लेककन इसने उसे ज़्यादा उत्साहहत नहीं ककया। 
इसमलए, मैं शायद इसे अगले साल तक के मलए स्थर्गत कि दूाँगी। 

राख़ी बिजी स्कूल ऑफ़ एजुकेशन, अज़ीम प्रेमजी ववश्वववद्यालय में फैकल्टी हैं। वह एक 
गणित मशक्षक औि मशक्षक-प्रमशक्षक िही हैं औि उन्होंने स्कूलों औि ववश्वववद्यालयों में पढाया 
है। उनकी रुर्चयों में प्राथममक गणित की सामग्री की कफि से कल्पना किना, बच्चों की गणितीय 
सोच औि तकि  क्षमता को बढावा देना, कक्षा-कक्ष की पद्धर्तयों औि ऐसा वाताविि जो बच् चों 
के सीखने का समथिन किता है को बढावा देने के मलए मशक्षकों की क्षमता को ववकमसत किना 
शाममल है। उनसे rakhi.banerjee@apu.edu.in पि सम्पकि  ककया जा सकता है।  
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