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_______________________________________________________________________ 
Translation of Covering the Plane with Repeated Patterns -Part I : Haneet Gandhi_From Azim 
premji University At Right Angles_March, 2014 
_______________________________________________________________________________ 

किस़ी तल िो दोहराते पैटिि से ढँििा : भाग 1 
हि़ीत गाँध़ी  

“म ाँ, देखो वह ाँ। कितन  ख़ूबसूरत है!” 

“ह ाँ बेटे, सचमुच, बहुत सुन्दर है। यह हहन्दसु्त नी व स्तुिल  ि  नमून  है। इसमें पच्चीि री 
(टेसेलेशन, टेसेलीिरण) है, और िई स रे समममत पैटनन हैं।” 

व स्तुिल  अपने समय और स्थ न िी िह नी िहती है, मगर ि लजयी होन  च हती है। इस 
लेख िे ज़ररए मैं आपिो एि ऐसे ववषय िे ब रे में बत ऊाँ गी जो गणणत िो िल  और तहज़ीब 
से जोड़त  है। यह लेख दो भ गों में है। 

ह ल ही में, मैं अपनी बेटी िे स थ हदल्ली िे िुछ ऐततह मसि स्थल घूमिर आई। इस सफ़र 
में हमने अतीत िी मसववल इंजीतनयररगं िे चमत्ि रों िो सर ह । हम यह देखिर त ज्जुब में 
पड़ गए कि कितनी ख़ूबसूरती और जहटलत  से हम रे पूवनजों ने िल  और ज्य ममतत ि  
सम्ममश्रण किय  थ । 
 
िई खड़जंों, दीव रों और छतों पर बन ेजहटल पैटनन देखिर हम सचमुच स्तब्ध रह गए। हमन े
ध्य न हदय  कि आिृततयों िे एि समूह िो इस तरह जोड़  गय  थ  कि वे पूरे तल िो ढाँि 
रही थीं। हदलचस्प ब त यह हदखी कि आिृतत(यों) ि  एि-एि ब्लॉि इस तरह एि-दसूरे में 
कफ़ट थ  कि बीच में िोई ख़ ली जगह नहीं थी। हमने इस तरह िे पैटनन हदल्ली िे लगभग 
स रे ऐततह मसि स्थलों पर देखे। िुछ तस्वीरें यह ाँ पेश हैं। 
 
मैं इस लेख में सटीित  से कफ़ट होने व ले इन पैटनों ि  गणणतीय आध र स्पष्ट िरन  च हती 
हूाँ। हम देखेंगे कि िैसे किसी जहटल पैटनन िो सरल हहस्सों में तोड़  ज  सित  है। ममडिल 
स्िूल ववद्य र्थनयों िो गणणत ववषय िो िल  और तहज़ीब िे स थ जोड़ने हेतु प्रोत्स हहत िरने 
िे मलए यह गततववर्ध िी ज  सिती है। शुरू िरने से पहले इन ख़ूबसूरत तस्वीरों पर एि 
नज़र ि ल लीम्जए। 
 
  

मुख्य शब्द : पैटनन, पच्चीि री (टेसेलेशन), चतुभुनज, त्रिभुज, व स्तुिल , पतली ईंट/ट इल, मुग़ल, ऐशर 
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क़ुतुब मीन र में ज ली ववश्वववद्य लय मेट्रो स्टेशन, हदल्ली ल ल कक़ल ेिी छत 

क़ुतुब मीन र में ज ली 
क़ुतुब मीन र में दीव र 

हदल्ली ववश्वववद्य लय िुलपतत 
ि य नलय में ज ली 

च ाँदनी चौि ि  एि मि न बंगल स हब गुरुद्व रे ि  ि लीन 

ज म  मम्स्जद 

ल ल कक़ल ेमें िुछ ज मलय ाँ 
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इन स री तस्वीरों में, आप देखेंगे कि एि आिृतत य  आिृततयों ि  समूह एि समतल सतह 
पर इस तरीक़े से दोहर य  ज  रह  है कि िहीं ख़ ली जगह नही ंबच रही है और न ही आिृततय ाँ 
एि िे ऊपर एि चढी हैं। यह पैटनन उस तल िी च रों हदश ओं में बढ सित  है। ऐसी डिज़ इन 
िो टाइर्लगं य  टेसेलेशि (फ़मशनय ाँ त्रबछ न  य  पच्चीि री) िहते हैं। (यून नी भ ष  में ‘टेसेल’ 
य  ‘टेसेर ’ ि  मतलब है ‘ट इल’)। टेसेलेशन दो चीज़ों पर आध ररत है : (1) सव ांगसम आिृततयों 
ि  एि अनन्त समूह, (2) आिृततय ाँ किसी द्वव-आय मी (सप ट) सतह िो पूरी तरह से भर 
दें य नी न ख़ ली जगह छोड़ें, न एि िे ऊपर एि चढी (अततव्य प्त) हों। 
  
पच्चीि री ि  अध्ययन गणणत, िल , स्थ पत्य, संस्िृतत और इततह स जैसे ववमभन्न क्षेिों में 
फैल  है। पच्चीि री मसफ़न  इन्स न िी बन ई गई इम रतों में नहीं, क़ुदरत में भी हदखती है। 
मधुमक्खी ि  छत्त , स ाँप िी चमड़ी और िछुए ि  िवच क़ुदरती पच्चीि री िे िुछ उद हरण 
हैं। आज पच्चीि री ववमभन्न क्षेिों में प्र संर्गि है, जैसे एक्स-रे किस्टलोग्र फ़ी, क्व ंटम 

च ाँदनी चौि ि  एि मि न पुर नी हदल्ली िी एि झलि 

क़ुतुब मीन र में दीव र 
ल ल कक़ल ेमें दीव र 

आगर  िे त जमहल में ज ली िी दीव र 
जह ाँगीर महल, आगर  कक़ल  
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मेिेतनक्स, किप्टोलॉजी। ध तु िी च दर िो िम-से-िम बब नदी िरिे िैसे ि ट  ज ए, इसमें 
भी पच्चीि री ि म आती है। 
 
पच्चीि री ि  गणणतीय अध्ययन सबसे पहले योह नेस िेपलर (Johannes Kepler) ने 1619 
में किय  थ । श यद, टेसेलेशन ि  अध्ययन हहमिणों िे उनिे अध्ययनों से उभर  थ । दो 
शत म्ब्दयों ब द 1891 में रूसी किस्टलोग्र फ़र ई.एस.फ़ेदोरोव (E.S. Fedorov) ने पच्चीि री 
िो आइसोमेट्री िे क्षेि से जोड़ । मौररट्स िॉनेमलयस ऐशर (1898-1972) दोहर ते पैटनों ि  
ववस्त र में अध्ययन िरने व ले शुरुआती लोगों में थे। उन्होंने िई उत्िृष्ट िृततयों ि  तनम नण 
किय । 

नियर्मत और अधि-नियर्मत पच्ऱ्ीिाररयों िी गगित़ी 
पेचीद  पच्चीि री ि  अध्ययन िरन ेसे पहले हमें बुतनय दी आिृततयों िी पच्चीि ररयों िो 
देखन  च हहए। इन्हें नियर्मत पच्ऱ्ीिारी (रेग्युलर टेसेलेशि) भी िह  ज त  है। ववषयवस्तु िो 
भली-भ ाँतत समझने िे मलए आपिो ख़ुद इन आिृततयों िे स थ प्रयोग िरिे देखन  होग । 
इसिे मलए 3, 4, 5, 6, 7, 10 और 12 भुज ओं व ले समबहुभुज िी िम-से-िम 10-10 
प्रततय ाँ अपने स थ रखनी होंगी। सभी बहुभुजों िी भुज ओं िी लमब ई सम न होनी च हहए। 
 
सबसे छोटे समबहुभुज से शुरुआत िीम्जए : समब हु त्रिभुज। क्य  एि ऐसी डिज़ इन बन ई ज  
सिती है म्जसमें न आिृततयों िे बीच ख़ ली जगह हो, न ही िोई त्रिभुज किसी दसूरे िे ऊपर 
चढ  हो? आप देखेंगे कि वे एि-दसूरे िे स थ कफ़ट हो ज ते हैं (गर्त्र-2 ि)। और वगन (गर्त्र- 
2 ख) िे स थ भी यह मुमकिन है। मगर समपंचभुज ठीि से कफ़ट नहीं होते, डिज़ इन में 
ख़ ली जगहें छूट ज ती हैं (गर्त्र-3 ि)। समषट्िोण आपस में अच्छे-से बैठ ज ते हैं। और-तो- 
और, इनिी डिज़ इन तल पर लग त र अनन्त ति फैलती ज  सिती है (गर्त्र-2 ग)। स त 
भुज ओं िे बहुभुज (सप्तभुज) एि-दसूरे पर चढ ज ते हैं, इनि  पच्चीिरण नहीं हो प त  (गर्त्र-
3 ख)। अब परखिर देणखए : क्य  9, 10 और 12 भुज ओं िे समबहुभुजों ि  पच्चीिरण 
होत  है? 
 
ऐस  क्यों है कि पच्चीिरण मसफ़न  तीन समबहुभुजों िे स थ मुमकिन है? िोई ख़ ली जगह न 
रहे और समभुज अततव्य प्त भी न हों, इसिे मलए ज़रूरी है कि समबहुभुज आपस में ऐसे सटे 
हुए होने च हहए कि हर शीषन िे आस-प स 360° िोण हो। मसफ़न  समब हुत्रिभुज, वगन और 
समषट्िोण िे स थ ही यह मुमकिन है क्योंकि उनिे आन्तररि िोण (िमश: 60°, 90° और 
120°) 360° िे भ जि हैं। अन्य समबहुभुजों िे आन्तररि िोण 360° िे भ जि नहीं हैं, 
इसमलए पच्चीिरण नहीं हो प त । उद हरण िे मलए समपंचभुज िो लेते हैं। इस बहुभुज ि  
आन्तररि िोण है 108°। जब हम तीन पंचभुज िो स थ बैठ ते हैं तो हमें ख़ ली जगह नज़र 
आती है। वह इसमलए क्योंकि तीन पंचभुज िे आन्तररि िोण ममलिर मसफ़न  324° बनते हैं, 
इस वजह से 360°-324°=36° िी ख़ ली जगह हदख ई देती है। म्जन समबहुभुजों िी 6 से 
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ज़्य द  भुज एाँ हैं वे एि-दसूरे पर अततव्य प्त हो ज ते हैं क्योंकि उनिे आन्तररि िोण ममलिर 
360° से ज़्य द  बनते हैं। इसमलए पच्चीिरण नहीं हो प त । 
 
अगल  सव ल है कि क्य  हम बहुभुजों िे िुछ ऐसे ममले-जुले समूह ढूाँढ सिते हैं म्जनि  
पच्चीिरण मुमकिन हो? क्य  वगन और समब हु त्रिभुज िो ममल िर पच्चीिरण होग ? सम 
पंचभुज और समषट्िोण िे ममश्रण में हो प एग  पच्चीिरण? क्य  आप अन्द ज़ लग  सित े
हैं कि समबहुभुज िे िौन-से ममर्श्रत समूहों में पच्चीिरण मुमकिन होग , िौन-से में नहीं? 
त मलि  1 में समबहुभुजों िे आन्तररि िोण हदए गए हैं। 

   
           गर्त्र-2 ि           गर्त्र-2 ख गर्त्र-2 ग 

                     
                   गर्त्र-3 ि                 गर्त्र-3 ख 
भुजाए ँ 3 4 5 6 8 9 10 12 18 20 n 

िोण 60° 90° 108° 120° 135° 140° 144° 150° 160° 162° 180°(n − 2)/n) 

तार्लिा 1 : ववमभन्न समबहुभुजों िे आन्तररि िोण 
 

क्रमांि 1 2 3 4 5 

सम्ममश्रण (3.3.3.3.3.3) (3.3.3.4.4) (3.3.3.3.6) (4.4.4.4) (3.4.4.6) 
 

क्रमांि 6 7 8 9 10 11 

 सम्ममश्रण (3.3.6.6) (3.3.4.12) (6.6.6) (5.5.10) (4.8.8) (4.6.12) 
 

क्रमांि 12 13 14 15 16 17 

सम्ममश्रण (4.5.20) (3.12.12) (3.10.15) (3.9.18) (3.8.24) (3.7.42) 

तार्लिा 2 : समबहुभुजों िे वे सम्ममश्रण म्जनिे शीषन िोणों ि  योग 360० होग । 
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म ि िोणों िो जोड़िर हम यह बत  सिते हैं कि समबहुभुज िे िौन-से समूह में पच्चीिरण 
मुमकिन होग । जैसे कि तीन समब हु त्रिभुज और दो वगों में पच्चीिरण मुमकिन है क्योंकि 
उनिे आन्तररि िोणों ि  योग 360° है। इसी हहस ब से एि समब हु त्रिभुज, एि समदशभुज 
और एि समपंचदशबहुभुज (15 भुज एाँ) में पच्चीिरण होग । दो समपंचभुज और एि सम 
दशभुज में भी होग । ज ाँच-पड़त ल िे ब द ऐसे 17 समबहुभुज िे समूह तैय र होते हैं म्जन्हें 
इस पैटनन में सट िर रख  ज  सित  है कि शीषन पर उनिे आन्तररि िोण ि  योग 360° 
हो। ऐसे समूह तार्लिा 2 में बत ए गए हैं। 
 

 
         (3.4.6.4) सम्ममश्रण और उसि  पच्चीिरण 
 

 
          (3.6.3.6) सम्ममश्रण और उसि  पच्चीिरण 

 
           (4.8.8) सम्ममश्रण और उसि  पच्चीिरण 
 
तार्लिा 2 में संिेत तनमन नुस र हैं। उद हरण िे मलए संयोजन (3.7.42) िो देणखए। (3.7.42) 
ि  मतलब है कि पच्चीिरण में हर शीषन पर एि समब हु त्रिभुज, एि 7 भुज ओं व ल  
समबहुभुज और एि 42 भुज ओं व ल  बहुभुज जुड़ेग । इसी तरह, (3.4.4.6) संयोजन ि  
मतलब है कि पच्चीिरण में हर शीषन पर एि समब हुत्रिभुज, दो वगन और एि समषट्िोण 
जुड़ते हैं। 
 
मगर गणणत िी मदद से समभ वन ओं िी फ़ेहररस्त बन न  पूरी िह नी नहीं है। उद हरण िे 
मलए (3.3.3.4.4) ि  समूह लेते हैं। हमने इस संयोजन िो समभ ववतों िी सूची में रख  है 
क्योंकि इन आिृततयों िे आन्तररि िोणों ि  योग 360° है (60° + 60° + 60° + 90° + 
90°)। मगर इसि  मतलब यह नहीं है कि पच्चीिरण असल में हो प एग । यह तो आपिो 
प्रयोग िरिे पक्ि  िरन  होग ।  
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जब आप प्रयोग िरेंगे तो हैर नी िे मलए तैय र रहहए। आप देखेंगे कि िई संयोजनों िे 
आन्तररि िोणों ि  योग तो 360° है मगर किसी ववमशष्ट म मले में अलग-अलग पैटनन स मन े
आते हैं। तीन समब हु त्रिभुज और दो वगों िे समूह िे आन्तररि िोणों ि  योग 360° है (3 
× 60° + 2 × 90° = 360°)। लेकिन यह संयोजन दो समभ ववत डिज़ इन देत  है (गर्त्र-4 ि 
और गर्त्र-4 ख)।  
 
क्य  दोनों में वैध पच्चीिरण ममलत  है? और क्य  दोनों पच्चीिरण में स रे शीषन पर सम न 
व्यवस्थ  बनती हैं? (ऐसे पच्चीिरण िो अधि-नियर्मत पच्ऱ्ीिरण िह  ज त  है।) जी ह ाँ, बनती 
हैं! 

 
              (4.6.12) और उसि  पच्चीिरण 

 

  गर्त्र-4 ि (3.3.3.4.4)            गर्त्र-4 ख (3.4.3.3.4)  

 

 

        (3.3.3.4.4)                   (3.4.3.3.4) 
िुछ समूह में उल्ट  होत  है! 3, 10 और 15 ि  समूह लेते हैं। गणणत िे हहस ब से तो 
पच्चीिरण समभव है। मगर प्रयोग िरन ेपर पत  चलत  है कि पच्चीिरण असल में मुमकिन 
नहीं है। 
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(इस लेख िे अगले भ ग (Covering the Planes with Repeated Patterns – Part II 
किसी तल िो दोहर ते पैटनन से ढाँिन  - 2 : Haneet Gandhi At Right Angles_July, 
2014) में हम देखेंगे िैसे तनयममत पच्चीिरण में तब्दीली ल िर आिषनि िल िृततय ाँ बन ई 
ज  सिती हैं। 

अगधि जाििे िे र्लए  
i. http://library.thinkquest.org/16661/index2.html#anchor-top 
ii. http://euler.slu.edu/escher/index.php/Tessellations_by_Recognizable_Figures 
iii. http://www.mcescher.com (मौररट्स ऐशर िी ज़ीवि़ी और िला) 
iv. http://www.mcescher.com/Gallery/gallery-symmetry.htm (मौररट्स ऐशर िे टेसलेेशि िे िुछ ऐसे उदाहरण म्जि 
पर क्लास में बातऱ्ीत हो सित़ी है) 
िुछ तस्व़ीरों िे स्रोत  
http://www.mcescher.com/Gallery/gallery-symmetry.htm 
 
लेखि आभारी हैं : टेसेलेशन िी तस्वीरें मैंने और मेरे बीएि िे ववद्य र्थनयों (2012-13) ने ली हैं। 
जहटल पच्चीि री बन ने िे प्रय स िे मलए मैं उन्हें धन्यव द देन  च हती हूाँ। इस लेख में उन्होंने मुझ े
अपने डिज़ इन इस्तेम ल िरने िी इज ज़त दी, इसिे मलए मैं उनि  शुकिय  अद  िरती हूाँ।   
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
डॉ. हि़ीत गाँध़ी हदल्ली ववश्वववद्य लय िे मशक्ष  ववभ ग में सह यि प्र ध्य पि हैं। वे गणणत मशक्ष  और 
मशक्ष  शोध में म ि त्मि तिनीि जैस े ववषय पढ ती हैं। उन्होंने आईआईटी हदल्ली स े गणणत में 
स्न तिोत्तर और लखनऊ ववश्वववद्य लय स ेगणणत मशक्ष  में पीएचिी िी है। उन्हें गणणत िे अध्य पन 
और सव ल सुलझ ने समबन्धी शोध में रुर्च है। 
 
अिुवाद : भ ववनी पन्त    पुिरीक्षण : सुशील जोशी    िॉप़ी एडडटर : अमभषेि दबु े(सभी द्व र  एिलव्य 
फ़ उण् िेशन)        समपादि : र जेश उत्स ही  
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http://www.mcescher.com/Gallery/gallery-symmetry.htm

