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गणित र्िक्षि में असहि़ीय बोणिलता से निपटिा 
ब़ीजगणित और केल्कुलस के र्लए काटूिि गाइड : लैरी गोनिक  
सम़ीक्षा : िर्िधर जगदीिि 

 
मुख्य िब्द : चित्र, ग्राफ  ि़क्स, बीजगणित, कलन (calculus)  

मैं नह ीं जानता फक गणित सीखने का आपका अनुभव क्या था— परन्त ुमेरे ललए तो स्नातक 
शाला में पहुुँिने से पहले और पूवव-स्नातक स्तर पर कुछ कोसव को छोड़कर यह बहुत बोणिल 

था। सबसे पहले तो ‘ज्ञान’ शब्द से जुड़ी दबे रहने की भावना 
थी। सीखने को बहुत कुछ था, याद करने को बहुत कुछ था और 
बहुत सारे की पर क्षा होनी थी! सीखने से जुड़े हल्केपन की कोई 
भावना नह ीं थी, खोज करने और समिने से जुड़ी खेल या 
आनन्द की कोई भावना नह ीं थी। मुिे याद है, एक बार मैं इन 
भावनाओीं के साथ एक बड़े-से पुस्तकालय में घमू रहा था और 
वहाुँ मुिे जस्स्िन ररिर्वसन (Justin Richardson) की एक 
ख़ूबसूरत कववता (Punch, 1952) लमल , स्जसे पढ़कर मुिे बहुत 
राहत महसूस हुई थी। वह कववता कुछ इस प्रकार थी : 
 
For years a secret shame destroyed my peace- 

I’d not read Eliot, Auden or MacNeice. 
But then I had a thought that brought me hope- 
Neither had Chaucer, Shakespeare, Milton, Pope. 

 
(बरसों तक एक गुप्त शलमिंदगी ने मेरा िैन छीना हुआ था – 

मैंने इल यि, ऑर्ेन या मैकनीस को नह ीं पढ़ा था। 
फि़र मुिे एक ख़्याल आया स्जसने उम्मीद द  – 

िौसर, शेक्सपीयर, लमल्िन और पोप ने भी तो नह ीं पढ़ा था। ) 
इस प्रकार का बोि ज्ञान के फकसी भी क्षेत्र से जुड़ा हो सकता है, गणित के क्षेत्र में यह कई 
गुना बढ़ जाता है। यह ववशेषकर केल्कुलस सीखने जैस ेकोसव में लागू होता है जब उस ेबबना 
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फकसी ग्राफ़ और चित्रों के पढ़ाया जाता है। और आपसे अपेक्षा की जाती है फक ढेर सारे सूत्र 
याद कर लें और ढेर सारे सवाल हल कर दें, बबना यह जाने फक जो सीख रहे हैं वह क्यों सीख 
रहे हैं। कुछ साल पहले मेरे एक ववद्याथी ने मुिसे लशकायत की फक उसे केल्कुलस का पूवव-
स्नातक कोसव कराया गया और लशक्षक न ेपूरे कोसव के दौरान एक ग्राफ़ भी नह ीं बनाया था! 
 
मुिे लगता है फक गणितीय ज्ञान से हमारा सम्बन्ध और हम इसे कैसे पढ़ाते हैं, इसे बदलना 
होगा। हमें अपने लशक्षि में सहजता (जो गहनता का ववलोम नह ीं है), हास्य और खेल की 
भावना लाने की ज़रूरत है और साथ ह  चित्रों के माध्यम से अवधारिाओीं, सूत्रों और समीकरिों 
को जीवन्त करने की आवश्यकता है।  
 
बीजगणित और केल्कुलस की कािूवन गाइड्स यह  करती हैं। मैं प्रत्येक पुस्तक की ववलशष्िताओीं 
पर जाने से पहले कुछ सामान्य ववशेषताएुँ सािा करूुँ गा। लैर  गोननक (Larry Gonick) एक 
जाने-पहिान ेकािूवननस्ि हैं, स्जन्होंने हाववर्व में गणित सीखा और पढ़ाया है। उन्होंने इनतहास स े
लेकर भौनतकी के कई ववषयों पर कािूवन गाइड्स ललखी हैं। उपरोक्त दोनों पुस्तकें  दरअसल 
ववषय का गहन पररिय देती हैं। इसमें फकसी भी प्रकार के लिके-ििके नह ीं हैं। अवधारिाओीं 
को बहुत सतकव ता से प्रस्तुत फकया गया है, वास्तववक जीवन स ेजुड़े बहुत-स ेउदाहरि और 
चित्र ददए गए हैं तथा प्रत्येक अध्याय के अन्त में अभ्यास हैं। 
 
इन कािूवन गाइड्स और ननयलमत पाठ्यपुस्तकों के बीि क्या अन्तर है? िूुँफक यह एक कािूवन 
पुस्तक है, इसमें व्याख्या और स्पष्ि करि के मुख्य साधन चित्र हैं। प्रत्येक अवधारिा, वास्तव 
में प्रत्येक पेज चित्रों से सुसस्जजत है। इनमें (चित्र-1 देखें) चित्राींकन या चित्रों के ज़ररए प्रमाि 
हो सकते हैं (उदाहरि के ललए, यह दशावना फक a2 – b2 = (a+b)(a-b) होता है, पूिव वगव 
ववचध, फकसी ि़लन और उसके व्युत्रम की अवधारिा, श ींखला ननयम आदद का चित्राींकन)।   
 
अवधारिाओीं को समिाने और उदाहरि सदहत व्याख्या करने के ललए गणितीय ग्राफ़्स के 
उपयोग पर ज़ोर ददया गया है। एक प्रलसद्ध कहावत को सींक्षक्षप्त में ललख रहा हूुँ, मैं मानता 
हूुँ फक एक ग्राफ़ एक हज़ार समीकरिों के बराबर है! ग्राफ़ बच्िों को सहजता स ेयह समिने 
में मदद करते हैं फक कोई ि़लन कैसे काम करता है, क्यों कुछ पररिाम साथवक होते हैं और 
ये पररिामों का अनुमान लगाने के ललए मॉर्ल के रूप में भी काम करते हैं [उदाहरि के ललए, 
माध्य मान प्रमेय (mean value theorem)]। यह सिमुि एक त्रासद  है फक लशक्षक कक्षा में 
इनका ज़्यादा उपयोग नह ीं करते हैं। 
 
सबसे महत्त्वपूिव ववशेषता तो हास्य है। इनमें एक िलती हुई कथा है स्जसमें कािूवन िररत्र 
(मानव और ग़ैर-मानव) ववलभन्न अवधारिाएुँ सीखते समय एक-दसूरे से बातिीत करते हैं। तो 
बीजगणित की पुस्तक में अल-ख़्वाररज़्मी (Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi) और भास्करा 
(Bhaskara II) तथा केल्कुलस की पुस्तक में न्यूिन (Isaac Newton) और ललबननट्ज़ (Gottfried 
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Wilhelm Leibniz) की उपस्स्थनत है। गणित के इनतहास की दृस्ष्ि स ेयह ताज़गी प्रदान करता 
है। यह और भी अच्छा होता फक केल्कुलस की पुस्तक में केरल घराने और बीजगणित की 
पुस्तक में उमर ख़य्याम (Omar Khayyam) के योगदान का उल्लेख फकया जाता। ववलभन्न 
पात्रों की बातिीत लगातार हास्य पैदा करती है स्जसके ललए प्राय: यमक (puns) का उपयोग 
फकया जाता है। अपेक्षा के अनुरूप, न्यूिन और ललबननट्ज़ का लगातार आमना-सामना होता 
रहता है। (चित्र-2 देखें)! 
 
हालाुँफक गोननक के मज़ाफकया और ितुराई के अपने क्षि हैं, लेफकन मुिे कहना होगा फक मुिे 
कई िुिकुले ‘फ़ालतू’ फिस्म के लगे! तो आप पूछ सकते हैं, फि़र क्या तुक है? मुिे लगता है 
फक हास्य (घदिया या बदढ़या) ववद्याचथवयों के साथ बातिीत को हल्का-फ़ुल्का रखने और फकसी 
अवधारिा को सीखने में आनन्द का पहल ूलाने का एक तर िा है। कभी-कभी एक घदिया 
िुिकुला फकसी अवधारिा से जुड़ जाता है और उसे याद रखने में सहायक होता है। यहाुँ उन 
िुिकुलों के उदाहरि ददए गए हैं स्जन्हें मैं अपनी कक्षाओीं में सुनाता हूुँ, अक्सर मेरे ववद्याचथवयों 
की णखलणखलाहि के बीि। उदाहरि के ललए, सस्म्मश्र सींख्याएुँ पढ़ाते समय : एक ऋिात्मक 
सींख्या मनोचिफकत्सक के पास जाती है। मनोचिफकत्सक ऋिात्मक सींख्या से पूछता है, “तुम 
हमेशा इतनी नकारात्मक क्यों रहती हो?” ऋिात्मक सींख्या जवाब देती है, “ऐसा इसललए, 
क्योंफक मैं दो सस्म्मश्र इकाइयों की पैदाइश हूुँ!” िुिकुले का एक और उदाहरि (अनन्त गुिोत्तर 
शे्रिी पढ़ाते समय के ललए उपयुक्त), जो फक वास्तववकता में काफ़ी गहरा है, इस प्रकार है, 
गणितज्ञों की एक अनन्त सींख्या एक बार (Bar) में जाती है। पहला आधा मग बबयर ऑर्वर 
करता है, दसूरा एक-िौथाई, तीसरा एक-आठवाुँ और इसी प्रकार आगे। बारिेंर्र उन्हें बबयर स े
भरा पूरा मग लाकर देता है और कहता है, “दोस्तो आप अपनी सीमा जानो!” 
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ब़ीजगणित की काटूिि गाइड 
बीजगणित की कािूवन गाइर् में 17 अध्याय हैं और यह एकदम बुननयाद  अींकगणित स ेप्रारम्भ 
होकर द्ववघात समीकरि को हल करने तक जाती है। इस यात्रा के दौरान यह प्राथलमक 
बीजगणित और ननदेशाींक जयालमनत की मानक अवधारिाओीं पर बात करती है। 
 
अींकगणित के माध्यम स ेहमें अज्ञात िर स ेपररचित कराया जाता है। इसके बाद हमें गणित 
की बुननयाद  सींफरयाएुँ लसखाई जाती हैं स्जसमें ऋिात्मक सींख्याओीं के साथ काम करना, लभन्न, 
सींख्या रेखा, अनुपात और समानुपात (ratio and proportion), व्यींजकों का पररिय, समीकरि 
हल करना, ननदेशाींक जयालमनत से पररिय, रैणखक और युगपत समीकरि और अन्त में द्ववघात 
समीकरि शालमल होते हैं। 
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गाइर् में गणित लशक्षक के ललए बहुत कुछ है। ये पुस्तकें  अवधारिाओीं का पररिय देने और 
लसखाने के बहुत-से वविार प्रस्तुत करती हैं। उदाहरि के ललए, लेखक ऋिात्मक सींख्याओीं और 
उनकी सींफरयाओीं के ललए दो ‘मॉर्ल’ का उपयोग करते हैं। एक में वास्तववक सींख्याओीं को 
सरल रेखा की लम्बाई के अनुददश कोई रालश माना जाता है और फि़र ननयम बनाए जाते हैं 
फक ये लम्बाइयाुँ फकस प्रकार आपस में जुड़ती हैं। दसूरे में ऋिात्मक सींख्याओीं को ऋि के 
रूप में माना जाता है। स्जस तरह उन्होंने लम्बवत रेखाओीं की ढलान के सम्बन्ध को चित्राींफकत 
फकया, a-n = 1/an का पररिय ददया, वह मुिे पसन्द आया। साथ ह  द्ववघात समीकरि के 
वगवमूल की जाुँि करने का तर िा भी।  

स्जस तर िे से ‘शून्य’ की बात की गई मैं उससे बहुत ख़ुश नह ीं हूुँ। मुिे लगता है फक लेखक 
को इस अवधारिा को शून्य के गुिों के साथ एक स्थान धारक और अपने आप में एक सींख्या 
दोनों तरह स ेििाव करने में अचधक समय बबताना था। अलबत्ता, लेखक ने चित्रों के माध्यम स े
यह बताया है फक क्यों शनू्य से भाग देना एक अच्छा वविार नह ीं है (चित्र-3 देखें)! 
 
जहाुँ अचधकाींश अध्याय मानक सामग्री पर ह  बात करत ेहैं, दो अध्याय मुिे काफ़ी असाधारि 
लगे। एक का सम्बन्ध दर से है, जहाुँ गोननक ‘सभी पररस्स्थनतयों के ललए दर समीकरि’ का 
पररिय देते हैं : 

U = U0 + rU(t – t0) 
जहाुँ U फकसी समय t पर द  गई कोई मात्रा है, U0 प्रारस्म्भक मात्रा है,  rU समय के साथ U 
के बदलने की दर है और t0 प्रारस्म्भक समय है। उन्होंने समिाया है फक फकस प्रकार ऐसे 
समीकरि का ग्राफ़ एक सरल रेखा होगी स्जसका y-अन्त:खण्र् U0 और ढलान rU होगी। इसके 
बाद व ेइस समीकरि को िाल और वेग से लेकर एक िैंक में पानी भरने और बाहर ननकलने 
तक ववलभन्न पररस्स्थनतयों में लागू करते हैं। 
 
दसूरा असाधारि अध्याय भाररत औसत के बारे में है। हमें बबजल  के औसत मालसक बबल की 
गिना करने का वास्तववक जीवन का उदाहरि लमलता है, जहाुँ खपत की दर मह ने-दर-मह न े
बदलती रहती है। इस अध्याय को हास्य के पुि के साथ ललखा गया है! 

 
केल्कुलस की काटूिि गाइड 
केल्कुलस की कािूवन गाइर् में 14 अध्याय हैं और इसमें बुननयाद  अवकलन (differential 
calculus) और समाकलन (integral calculus) शालमल हैं। गोननक तात्काललक वेग 
(instantaneous velocity) के वविार को समिाते हुए शुरू करते हैं और ‘वेगमापी’ का एक 
ितुर वविार जोड़त ेहैं, जो है तो िालमापी की तरह है, लसवाय इसके फक यह कार की उल्ि  
ददशा की िाल को ऋिात्मक चिह्न देता है। वगेमापी का उपयोग करके वे यह धारिा समिा 
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पाते हैं फक तात्काललक वेग का आकलन समय में पररवतवन के साथ दरू  में हुए पररवतवन स े
फकया जा सकता है। इसके बाद वे ‘ि़लन’ की अवधारिा का पररिय एक जानवर के माध्यम 
स े देते हैं स्जसका एक इनपुि और एक आउिपुि है (इस प्रकार के मॉर्ल से जुड़े हास्य के 
साथ!)। उनके पास दो समान्तर रेखाओीं को खीींिने का एक सुन्दर वविार है (चित्र-4 देखें), जहाुँ 
इनपुि को एक रेखा पर और आउिपुि को दसूर  रेखा पर चिस्ह्नत फकया गया है। जानवर वह 
ि़लन है जो इन दोनों के बीि खड़ा है स्जसका हाथ इनपुि की ओर तथा पूुँछ आउिपुि की 
ओर है। इसके बाद वे हमें सभी मानक ि़लन का पररिय देते हैं, स्जनमें से प्रत्येक के गुिधमों 
को ग्राफ़ के उपयोग से बहुत अच्छे से चित्राींफकत फकया गया है।  
 
गोननक सीमा (limits) की अवधारिा को ववकलसत करने में काफ़ी समय व्यतीत करते हैं और 
इस कदठन अवधारिा को स्पष्ि करने के ललए उनके वविारों से लशक्षक ननस्श्ित रूप स े
लाभास्न्वत होंगे। इसके बाद वे पररवतवन की दर के वविार का उपयोग कर अवकलज 
(derivative) का पररिय देते हैं। यहाुँ उनका ज़ोर इस बात पर है फक केल्कुलस मुख्यत: 
पररवतवन को समिने से जुड़ा है और व ेइस वविार को समिाने के ललए िाल, वेग और त्वरि 
को मुख्य साधन के रूप में उपयोग करते हैं। पसु्तक में अवकलन के मानक अनुप्रयोग भी 
शालमल हैं। 
 
एक िीज़ स्जस पर गोननक ज़्यादा समय (नछि-पुि के लसवाय) व्यतीत नह ीं करते हैं, वह है 
फक फकस प्रकार एक स्पशव रेखा स्थानीय रूप से एक वर का सबस ेअच्छा सस्न्नकिन है, और 
इसके पररिामत: फकस प्रकार केल्कुलस वर खीींिने में बहुत ह  मददगार है। मुिे लगता है 
फक उन्हें क्या रखना है और क्या छोड़ना है के बीि िुनाव करना पड़ा होगा। 
 
बीजगणित की कािूवन गाइर् की तरह ह  इसकी भी अचधकाींश सामग्री मानक है। अनुभवी लशक्षक 
कई उन तकनीकों को पहिान जाएुँगे स्जन्हें उन्होंने भी वषों से अवधारिाओीं को समिाने के 
ललए अपनाया है। हालाुँफक, मैं एक बार फि़र स ेज़ोर देना िाहूुँगा फक इसमें ऐसा बहुत कुछ है 
जो कदठन ववषयों (जैसे केल्कुलस का बुननयाद  प्रमेय) को समिाने और व्याख्या करने के ललए 
कोई भी सीख सकता है। केल्कुलस की कािूवन गाइर् में ‘श ींखला ननयम’ को स्जस प्रकार समिाया 
गया है, वह मुिे हिकर लगा। उन्होंने दो नए वविार प्रस्तुत फकए हैं। इन वविारों को समिाने 
के ललए हमें कुछ चिह्नों की आवश्यकता है। 
  



8 |  अज़ीम प्रेमज़ी यूनिवर्सिटी एट राइट एंगल्स, अगस्त, 2017   

 

 
 
 
 
माना फक f(x) एक सतत ि़लन है, इसका अवकलज f’(x) है। हमेशा की तरह h एक शून्येतर 
वास्तववक सींख्या है और ∆f = f(x+h) – f(x) है। गोननक अपन ेअक्खड़ तर िे स े ‘वपस्स ु
(Flea)’ नाम से गणितीय रालश पररभावषत करते हैं जो ननम्न को सन्तुष्ि करती है :  

 
 
वे दशावते हैं फक ∆f/h सोपनी गुिक है, स्जस ेh से गुिा करने पर ∆f लमलता है। व ेआग ेजाकर 
एक समीकरि की व्युत्पवत्त करते हैं स्जसे व ेकेल्कुलस का बुननयाद  समीकरि कहते हैं,  

∆f = hf′ (x) + Flea 
इस समीकरि और Flea की पररभाषा से हम सोपानी गुिक ∆f/h को f′(x) से बदल सकते 
हैं। 
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सोपानी गुिक का वविार अब हमें श्र ींखला ननयम और f -1(x) दोनों को f(x) के पदों में समिने 
में मदद करता है। (चित्र-5 देखें।) 
 
यह पुस्तक समाकलन पर तो बात करती है, परन्तु इसका अचधकाींश भाग केल्कुलस-पूवव की 
बुननयाद  अवधारिा के पररिय और अवकलन को समवपवत है।  
 
अन्ततम टीप 
स्पष्ि है फक कािूवन गाइर् ववषयों की पाठ्यपुस्तकों की जगह नह ीं ले सकती हैं। मुिे लगता है 
फक वे बहुत अच्छी सहायक सामग्री का काम करती हैं। वे लशक्षक और ववद्याथी के ललए अलग-
अलग उद्देश्यों की पूनत व करती हैं। जैसा फक मैंने पहले बताया, लशक्षकों को अवधारिाओीं का 
पररिय देने, कक्षा में उपयोग फकए जा सकने वाले चित्रों, अपने लशक्षि को बेहतर बनाने के 
वविारों के अलावा शायद ऐसे उदाहरि और सवाल भी लमलेंगे स्जनका उपयोग कक्षा में फकया 
जा सकता है।  
 
बीजगणित या केल्कुलस कोसव के ववद्याचथवयों के ललए, मैं िुननन्दा सामग्री का ह  उपयोग 
करूुँ गा। सामग्री पूर  हो जाने के बाद शायद उन्हें फकन्ह ीं ववलशष्ि अध्यायों को पढ़ने के ललए 
कहूुँगा। ये पुस्तकें  न केवल उनके िेहरों पर मुस्कराहि लाएुँगी, बस्ल्क इसका चित्र-आधाररत 
नज़ररया सहज और औपिाररक दोनों समि को मज़बूत बनाएगा। एक बार ववषयवस्त ुसीख 
लेने के बाद, ये पुस्तकें  ननस्श्ित रूप से अवधारिाओीं के सुदृढ़ करि के ललए उत्क ष्ि सींसाधनों 
के रूप में कायव करेंगी। यदद वे उच्ि गणित सीखने का ननिवय लेते हैं, तो उन्हें दोनों पुस्तकों 
के अस्न्तम अध्याय पढ़न ेमें मज़ा आएगा, जो उन अचधक उन्नत ववषयों का पूवाववलोकन देत े
हैं, स्जनसे वे रू-ब-रू होंगे।  
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मैं अनुशींसा करता हूुँ फक स्कूल पुस्तकालय में ये पुस्तकें  होनी िादहए। ख़त्म करने से पहले, 
मैं पाठकों को िेतावनी देना िाहूुँगा, हालाुँफक पुस्तकें  हास्य और वाकपिुता के साथ ललखी गई 
हैं और इनमें मनोरींजक चित्र भी हैं, परन्त ुयह िलते-फि़रते पढ़  जाने वाल  पुस्तकें  नह ीं है। 
गणित के साथ अत्यन्त गहन तर िे से और सावधानीपूववक कायव फकया गया है, इसललए सीखन े
और मुस्करान ेके ललए तैयार रहें, केवल मनोरींजन के ललए नह ीं। 
 
Reference: 
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