
0 1-1 2-2 3-3 4-4 5-5

पूर
्णांक

शि
क्ष
ण

पद्म
प्रि

या
 शि

रा
ल

ी



Azim Premji Universitiy At Right Angles | Vol. 6, No. 3, November 20172

प्रस्तावना : शरुुआत में ही यह बताना महत्त्वपरू्ण ह ै कि कुछ अवधारणाओ ंको समझने में मदद के लिए तैयार की गई 
यकु्तियाँ (manipulative) विषय के स्वयंसिद्ध (axiomatic) विकास के प्रतिस्थापन के लिए नहीं हैं । मलूत: इनका उद्देश्य 
विद्यार थ्ियों को गणितीय अवधारणाओ ंके लिए अपने स्वयं के मानसिक मॉडल तैयार करने में सक्षम बनाना ह ै।‍ 

किसी भी नए विषय या अवधारणा से परिचय कराना हमशेा ही पेचीदा होता ह ै। कहाँ से शरुुआत करना 
अच्छा रहगेा? क्या ज्ञात से शरुू करना चाहिए और फिर नए तत्वों की ओर बढ़ना चाहिए? इससे शकै्षिक 
समझ अच्छी होगी । 

या दनुिया के साथ विद्यार्थियों के परिचय और सम्बन्ध के माध्यम से इस विषय (अनपु्रयोगों) से उनके सम्पर्क  
(exposure) की जाँच करके वहाँ से शरुुआत करनी चाहिए?

या उनसे कुछ ऐसे सवाल पछूने चाहिए जिनके जवाब उनके द्वारा हासिल किए जा चकेु गणितीय ज्ञान के 
अन्तर्गत न आते हों?

या क्या कृत्रिम रूप से कुछ ऐसा रचा जा सकता ह,ै जो अवधारणा को गढ़ता हो? 

शायद कोई भी एक तरीक़ा सबसे अच्छा नहीं ह ै। इस बारे में प्रत्येक शिक्षक का निर्णय अपने विद्यार्थियों 
के ज्ञान के स्तर, उनकी उम्र, उनके सम्पर्क , उनकी तैयारी व सीखने की उनकी इच्छा पर आधारित होता ह ै। 

बहुत-से लोगों के लिए परू्णांकों और ख़ासकर ऋणात्मक संख्याओ ंको समझना चनुौतीपरू्ण होता ह ै। इससे सम्बन्धित एक 
कठिनाई इस तथ्य में निहित ह ै कि किसी वस्तु, किसी संख्या को इगंित करने वाली संख्या के साथ जो ऋणात्मक चिह्न 
इस्तेमाल किया जाता ह,ै वही ऋणात्मक चिह्न घटाव (subtraction) की संक्रिया के साथ भी इस्तेमाल किया जाता ह ै। दसूरी 
समस्या पढ़ने के हमारे तरीक़े  में निहित ह ै। उदाहरण के लिए, − (−2) को हम ऋणात्मक 2 को घटाना (minus negative 
2) पढ़ते हैं । इसे समझना आसान नहीं ह ै।‍ इनमें से कुछ समस्याओ ंको मरू्त से अमरू्त की ओर धीरे-धीरे बढ़ते हुए (जैसे कि 
इस पद्धति में दर्शाया गया ह)ै दरू किया जा सकता ह ै। 

एक विषय के रूप में ‘परू्णांकों’ से परिचय आमतौर पर कक्षा 6 में कराया जाता ह ै। अधिकांश पाठ्यपसु्तकों में परू्णांकों के 
प्रासंगिक उपयोग (तापमान, समदु्र तल, हानि और लाभ आदि) के बारे में बात की जाती ह ैऔर गणुा या भाग की ओर बढ़ने 
से पहले जोड़ व घटाव को दर्शाने के लिए संख्या रेखा के इस्तेमाल के बारे में बताया जाता ह ै। कुछ पसु्तकों में दो रंगों के 
काउंटर के इस्तेमाल से भी शरुुआत की जाती ह ै। 

मैं यहाँ एक ऐसी पद्धति साझा कर रही हू ँजो मैंने श्री पी. के. श्रीनिवासन से सीखी ह ै। मैंने कई सालों तक विद्यार्थियों के बहुत 
सारे समहूों के साथ सफलतापरू्वक इसका उपयोग किया ह ैऔर कार्यशालाओ ंके दौरान कई शिक्षकों के साथ इसे साझा 
किया ह ै। इस पद्धति को काफ़ी सकारात्मक प्रतिक्रियाए ँमिली हैं और अपनी कक्षा में इसे लाग ूकरने वाले कई शिक्षकों ने 
इसकी सराहना की ह ै। कार्यशालाओ ंमें इस पद्धति को साझा करना आसान होता ह ै। वहाँ मैं इससे सम्बन्धित विभिन्न प्रश्नों 
व शकंाओ ंका जवाब स्पष्ट रूप से द ेसकती हू ँ। मझु ेउम्मीद ह ैकि मैं इस लेख में इस पद्धति में शामिल विविध चरणों को स्पष्ट 
रूप से बता पाऊँगी । साथ ही मैं इस पद्धति के प्रभाव व इसके आकर्षण को व्यक्त करने में भी सफल हो पाऊँगी ।   

आमतौर पर बच्चों (विशषेकर दस-ग्यारह साल के बच्चों) को खले बहुत आकर्षित करते हैं ।  यह पद्धति भी एक खले से 
ही शरुू होती ह ै। यह एक ही सामग्री का इस्तेमाल करके जोड़ व घटाव सीखने की ओर बढ़ती ह ैऔर विद्यार्थियों को जोड़ 
व घटाव के नियमों की उत्पत्ति का पता लगाने में मदद करती ह ै। शरुुआती चरणों में ठोस सामग्री का इस्तेमाल करने से 
विद्यार्थियों को समस्या की कल्पना करने में आसानी होती ह ै। इसके अलावा कई दिनों तक लगातार एक ही सामग्री और 
पद्धति का इस्तेमाल करने से समस्या को दर्शाने के अन्य रूपों से सामना होने से पहले ही विद्यार्थियों में समस्या को एक ख़ास 
तरह से दखेने का तरीक़ा पख़ु्ता हो जाता ह ै। 

पूर्णांक
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खेल के ज़रिए पूर्णांकों से परिचय 

गतिविधि 1 : विपरीत का खेल 
उद्देश्य : परू्णांकों के गणु (विपरीत परू्णांक एक-दसूरे को काट दतेे हैं) का मॉडल तैयार करना । 
सामग्री : लाल व हरे बटन (प्रत्येक रंग के 20 बटन), इन्हें रखने के लिए  एक छोटी थैली और एक जोड़ी पासा ।  
खेल का नियम : दो विपरीत परू्णांक एक-दसूरे को काट दतेे हैं । 
लक्ष्य : किसके पास सबसे ज़्यादा जोड़ियाँ हैं? 

विद्यार्थियों के दो समहू बनाए जा सकते हैं । 

पहले समहू के खिलाड़ी पासा फें कें  और बटनों का रंग दखे ेबिना पासे में आई संख्या के बराबर बटन थैले में से निकाल लें । फिर वह 
उन बटनों को ज़मीन पर रख लें और एक-एक करके बटनों की 
जोड़ियों (एक लाल व एक हरा बटन) को अलग करते जाए ँ। 
फिर वह जोड़ियों को गिनकर उनकी संख्या लिख लें । और फिर 
सारे बटन थैले में वापिस रख लें ।

इसी तरह दसूरे समहू के सदस्य भी पासा फें कें  और उसमें आई 
संख्या के बराबर बटन एकत्र करें । उन्हें ज़मीन पर रखें और 
जोड़ियों को अलग करके गिन लें । फिर बटनों को वापिस थैले 
में रख लें ।  

जिस समहू के पास ज़्यादा जोड़ियाँ होंगी उसे एक अकं मिलेगा । 
यदि दोनों समहूों के पास बराबर जोड़ियाँ हुई ंतो किसी भी समहू को कोई अकं नहीं मिलेगा । 

खले को तब तक जारी रखा जा सकता ह ैजब तक किसी एक समहू को एक बार में सभी छह जोड़ियाँ न मिल जाए ँ। शिक्षण के अगले 
चरण पर जाने से पहले कई दिनों तक विद्यार्थियों को यह खले खिलाया जा सकता ह ै। 

चित्र-1

चित्र-2 : यहाँ 3 जोड़ियाँ दर्शाई गई हैं । चित्र-3 : यहाँ 5 जोड़ियाँ दर्शाई गई हैं ।
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गतिविधि 2 
उद्देश्य : परू्णांकों के जोड़ का मॉडल तैयार करना ।  

सामग्री : लाल व हरे बटन (प्रत्येक रंग के 10), चित्र-6 में दिखाए अनसुार दो पासे (एक रंग के लिए और एक संख्या के लिए), 
परिणामों को दर्ज करने के लिए प्रत्येक विद्यार्थी के लिए चौकोर खाने वाले काग़ज़ । 
लक्ष्य : 12 लाल या हरे और खले ख़त्म ! 

यह मिल-जलुकर खलेे जाने वाला खले ह ै। विद्यार्थी चित्र-8 में दर्शाए अनसुार इसके विभिन्न चरणों को चौकोर खाने वाले काग़ज़ 
में दर्ज करते जाए ँ। 

इस स्तर पर शिक्षक धनात्मक व ऋणात्मक शब्द से विद्यार्थियों का परिचय करवा सकते हैं कि हरा बटन धनात्मक व लाल बटन 
ऋणात्मक को दर्शाता ह ै। ‘यह धनात्मक 3 ह ै।’ ‘यह ऋणात्मक 4 ह ै।’ और इसी तरह आगे भी । 

लाल व हरे बटनों को अलग-अलग कर लें और मजे़ पर अलग-अलग रख लें ।‍

पहला समहू पहले रंग वाले पासे को फें के और फिर संख्या वाले पासे को फें के 
और उसके हिसाब से बटनों को जमाए । 

उदाहरण : यदि रंग वाला पासा लाल दर्शाए और संख्या वाला पासा 5 तो समहू 
को 5 लाल बटन उठाने होंगे । 

अब दसूरा समहू अपने पासे फें के और उसके हिसाब से बटनों को जमाए । 

उदाहरण : यदि रंगों वाला पासा हरा और संख्या वाला पासा 3 दर्शाए तो समहू 
को हरे रंग के 3 बटन उठाने होंगे । 

अब बटनों को एक साथ रखें (3 हरे और 5 लाल बटनों को एक साथ) और 
शिक्षक विद्यार्थियों को पढ़कर बताए,ँ “अब हमारे पास धनात्मक 3 व ऋणात्मक 
5 हैं ।” 

अब बटनों की जितनी भी जोड़ियाँ मौजदू हैं उन्हें अलग कर लें । इस स्थिति में 
(2 लाल बटन) ऋणात्मक 2 बचगेा । जैसा कि आप यहाँ दखे सकते हैं, जोड़ के 
इस चरण को लिखकर व चित्र बनाकर दोनों तरह से दर्ज किया गया ह ै।  

चित्र-6

चित्र-4 चित्र-5

चित्र-7
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यदि किसी भी समय योगफल (12 हरे या लाल बटन) धनात्मक 12 या ऋणात्मक 12 हो जाता ह,ै तो खले वहीं ख़त्म हो जाएगा । 

टिप्पणी : यह तीनों सम्भावित संयोजनों— धनात्मक और धनात्मक, ऋणात्मक और ऋणात्मक, धनात्मक और ऋणात्मक (हरे और 
हरे, लाल और लाल, लाल और हरे) को जन्म दगेा । चूकँि यहाँ दी गई संख्याए ँछोटी (सभी 7 से छोटी) हैं, इसलिए विद्यार्थी बटनों 
का इस त्ेमाल किए बिना भी जवाब द ेसकत हैं । हालाकि उन्हें परिणामों को दर्ज करने के लिए प्रोत्साहित करें क्योंकि यह जब भी 
ज़रूरी हो तब इसे पनुर्निर्मित करने की उनकी क्षमता को विकसित करने में सहायता करेगा और एक दृश्य याद (visual memory) 
के रूप में उनके लिए मददगार होगा ।  

अतिरिक्त अभ्यास के तौर पर विद्यार्थियों से व्यक्तिगत कार्य करवाने के‍ लिए शिक्षक बोर्ड पर कुछ अन्य संयोजन (10 से छोटी संख्याए ँ
इस्तेमाल करते हुए) भी लिख सकते हैं । 
धनात्मक 4, ऋणात्मक 4 
ऋणात्मक 6, धनात्मक 2
धनात्मक 8, ऋणात्मक 3  

जिन विद्यार्थियों को अवधारणा अच्छी तरह समझ आ गई हो वह चित्रों का सहारा लिए बिना भी जवाब द ेसकते हैं । हालाँ‍कि उन्हें 
अपने जवाबों को चित्रात्मक मॉडल इस्तेमाल करके दर्शाने के 
लिए प्रेरित करना चाहिए।  

टिप्पणी : शरुुआती स्तरों में आप धनात्मक व ऋणात्मक शब्दों 
का प्रयोग करें । बाद में जब जोड़ व घटाव की अवधारणाए ँपरूी 
तरह स्पष्ट हो जाए ँतो आप इन शब्दों के स्थान पर + और − 
चिह्न इस त्ेमाल कर सकत हैं । यह बेहद महत्त्वपरू्ण ह ैक्योंकि + 
व − के चिह्नों को दिए गए इन नए मायनों के साथ सहज होने में 
विद्यार थ्ियों को समय लगता ह ै। यदि हम शरुुआत में अवधारणा 
पर ध्यान केन्द्रित करें और बाद में धीरे-धीरे चिह्नों से विद्यार थ्ियों 
का परिचय कराए ँतो उनके लिए आसानी होगी ।

वास्तव में इसका अर्थ यह ह ै कि प्रारम्भ में + (जोड़) और − 
(घटाव) चिह्न केवल संक्रियाओ ंको दर्शाने के लिए इस्तेमाल 
किए जाएगँे, न कि संख्या का चिह्न बताने के लिए ।‍ चिह्नों को 
दर्शाने के लिए शरुुआत में हम ‘धना’ और ‘ऋणा’ लिखेंगे । 

गतिविधि 3 
उद्देश्य : परू्णांकों के जोड़ का मौखिक कार्य ।  

लक्ष्य : परू्णांकों के जोड़ की मानसिक कल्पना करने का अभ्यास करना ।  

एक बार जब दृश्य साधनों के ज़रिए अवधारणा विद्यार्थियों के दिमाग़ में परूी तरह बैठ जाए तो वह अमरू्त विचार के लिए तैयार होते 
हैं । शिक्षक कुछ मौखिक सत्र रख सकते हैं जिनमें वे विद्यार्थियों को बड़ी सन्निकट संख्याए ँ(rounded numbers) द ेसकते हैं । 

उदाहरण : ऋणात्मक 75, धनात्मक 40 या धनात्मक 200, ऋणात्मक 120 आदि । 

चित्र-7 अ

चित्र-8
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गतिविधि 4 

उद्देश्य : परू्णांकों के जोड़ के नियम । 

लक्ष्य : परू्णांकों के जोड़ के नियमों का अवलोकन करना व उन्हें व्युत्पन्न करना । 

शिक्षक परू्णांकों के जोड़ की प्रत्येक प्रकार की स्थिति (धना+धना, ऋणा+ऋणा, धना+ऋणा) के लिए विविध प्रकार के सवाल 
विद्यार्थियों के सामने रखें । 

उदाहरण : धना 5 + धना 4, धना 2 + धना 3, धना 7 + धना 1 

विद्यार्थी सामग्री का इस्तेमाल करें और परिणामों को चौकोर खाने वाले एक काग़ज़ पर दर्ज कर लें । वह ध्यान देंगे कि जब एक 
धनात्मक संख्या को एक धनात्मक संख्या में जोड़ा जाता ह ैतो उत्तर भी धनात्मक होता ह ैऔर संख्या दी गई दोनों संख्याओ ंका 
योगफल होती ह ै।

इसी तरह के सवाल दो ऋणात्मक संख्याए ँदकेर भी पछेू जा सकते हैं । 

उदाहरण : ऋणा 4 + ऋणा 6, ऋणा 2 + ऋणा 1, ऋणा 7 + ऋणा 6 

विद्यार्थी सामग्री का इस्तेमाल करें और परिणामों को चौकोर खाने वाले एक काग़ज़ पर दर्ज कर लें । वह दखेेंगे कि जब एक ऋणात्मक 
संख्या को एक ऋणात्मक संख्या में जोड़ा जाता ह ैतो उत्तर भी ऋणात्मक होता ह ैऔर संख्या दी गई दोनों संख्याओ ंका योगफल 
होती ह ै। 

अगला चरण थोड़ा चनुौतीपरू्ण ह,ै जब हम एक धनात्मक और एक ऋणात्मक संख्या के संयोजन पर विचार करते हैं । 

उदाहरण : धना 5 + ऋणा 4, धना 1 + ऋणा 7, ऋणा 5 + धना 2, ऋणा 4 + धना 7 

एक बार फिर उन्हें सभी सवालों को चित्रों की सहायता से दर्ज करने को कहें । 

चित्र-9

चित्र-10

चित्र-11

चित्र-9 अ

चित्र-10 अ 

चित्र-11 अ
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पैटर्न को खोजने के‍ लिए विद्यार्थियों को उपयकु्त सवालों के साथ मार्गदर्शन की आवश्यकता होगी । 

शरुुआत में शिक्षक, विद्यार्थियों को उत्तर के संख्यात्मक हिस्से पर ध्यान केन्द्रित करने में मदद कर सकते हैं ।  

उत्तर दोनों संख्याओ ंसे किस तरह जडु़ता ह?ै 

वह यह दखे पाएगँे कि उत्तर की संख्या दी गई दोनों संख्याओ ंके बीच का अन्तर ह ै। 

हम कैसे पता करें कि परिणाम धनात्मक ह ैया ऋणात्मक? शिक्षक किसी एक उदाहरण को लेकर विद्यार्थियों से यह सवाल पछू सकते 
हैं, “यहाँ धनात्मक ज़्यादा हैं या ऋणात्मक?” “क्या इससे उत्तर पर कोई प्रभाव पड़ता ह?ै”  

धीरे-धीरे विद्यार्थियों को एक धनात्मक और एक ऋणात्मक परू्णांक के जोड़ के लिए नियम बनाने में मदद करें । 

जब एक धनात्मक और एक ऋणात्मक संख्या को जोड़ा जाता ह ैतो उत्तर की संख्या दोनों संख्याओ ंका अन्तर होगी और चिह्न उस 
परू्णांक का होगा जो शनू्य से ज़्यादा दरूी पर हो । 

गतिविधि 4 अ 

उद्देश्य : परू्णांकों के घटाव का मॉडल तैयार करना । 
सामग्री : लाल और हरे बटन (प्रत्येक रंग के 20 बटन) ।  
लक्ष्य : सामग्री का इस्तेमाल कर घटाव करने में सक्षम होना । 

परू्णांकों के घटाव को दो प्रकार की स्थितियों में वर्गीकत किया जा सकता ह ै। 

मैंने इन दोनों प्रकारों को उदाहरण के ज़रिए बताया ह ै। 

स्थिति 1 :  जब अलग करने के लिए पर्याप्त संख्या हों : 

धना 5 − धना 2 या ऋणा 7 − ऋणा 1 

विद्यार्थियों को धना 5 से सम्बन्धित बटन लेने को कहें । उन्हें उसमें से धना 2 
हटाने के लिए कहें । इसमें कोई कठिनाई नहीं ह ैऔर इसका उत्तर ह ैधना 3 । 

इसी तरह वे ऋणा 7 से सम्बन्धित बटन लें और उसमें से ऋणा 1 को अलग कर 
दें तो परिणाम होगा ऋणा 6 । 

एक बार फिर विद्यार्थी इन परिणामों को चौकोर खाने वाले एक काग़ज़ में दर्ज 
कर लें । 

स्थिति 2 अ : जब अलग करने के लिए पर्याप्त संख्या न हों और संख्याए ँविपरीत 
चिह्नों वाली हों ।

धना 3 − ऋणा 2 

विद्यार्थियों से धना 3 से सम्बन्धित बटन उठाने को कहें । वह 3 हरे बटन उठा लेंगे । 

अब उनसे पछूें, “क्या इन बटनों से ऋणा 2 अलग करने का कोई तरीक़ा ह?ै” 

शरुुआत में उनका जवाब होगा, “नहीं!”

फिर भी कुछ संकेत दकेर उन्हें और सोचने के लिए प्रेरित करें, “मैं इसमें से ऋणा 
2 को केवल तभी अलग कर सकती/सकता हू ँजब मरेे पास यहाँ ऋणा 2 हो । 
क्या ऐसा कोई तरीक़ा ह ैजिससे मरेे पास जो ह ैउसका मान बदले बिना मरेे पास 
ऋणा 2 हो जाए?”

चित्र-13

चित्र-12
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‘इसका (धना 3) क्या मान होगा यदि यहाँ विपरीत परू्णांकों की एक जोड़ी लाई जाए तो?’ 

विद्यार्थी दखेेंगे कि इससे मान में कोई बदलाव नहीं आएगा क्योंकि जोड़ियाँ एक-दसूरे को काट 
देंगी । कुछ विद्यार्थी यह सझुाव भी द ेसकते हैं कि दो जोड़ियाँ लाई जा सकती हैं और उन्हें इन 
बटनों के साथ जोड़ा जा सकता ह ै।        

अब हमारे पास धना 5 और ऋणा 2 हैं । अब ऋणा 2 को हटाना सम्भव ह ै।  
क्या बचा? धना 5 
तो धना 3 − ऋणा 2 का परिणाम हुआ धना 5 । 
बाद में हम जिस तर्क  व प्रक्रिया का पालन करेंगे उसे समझने के लिए इसे 
चित्रों के रूप में दर्ज करना और सम्बन्धित चरणों को संख्यात्मक रूप से 
लिखना बेहद महत्त्वपरू्ण ह ै। 

		  	                  ऋणा 1 − धना 5 के लिए भी यही प्रक्रिया अपनाई 
जाएगी ।  

ऋणात्मक 1 को दर्शाने के लिए विद्यार्थी एक लाल 
बटन उठाएगँे । अब इसमें से धना 5 को हटाना ह ै। 

ऐसा करने के लिए हमें कितनी जोड़ियाँ लानी चाहिए? 
5 जोड़ियाँ । 

अब ऋणा 6 और धना 5 को एक साथ रखते हैं । धना 5 को हटा दें तो ऋणा 6 बचगेा । 

तो इस प्रकार ऋणा 1 − धना 5 का परिणाम हुआ ऋणा 6 । 

स्थिति 2 ब : जब अलग करने के लिए पर्याप्त संख्या न हों और संख्याए ँसमान चिह्नों वाली हों । 

धना 3 − धना 5

इस स्थिति में हमें क्या करना चाहिए? धना 3 को दर्शाने के लिए विद्यार्थी 3 हरे बटन लेंगे । इसमें से धना 5 को कैसे हटाया जा सकता 
ह?ै कुछ विद्यार्थी तरुन्त ही यह समझ जाएगँे कि हम यहाँ वही तरीक़ा अपना सकते हैं जो हमने पिछली बार अपनाया था यानी कि 5 
जोड़ियाँ ले आए ँ। 

अब हमारे पास हुए धना 8 और ऋणा 5 । अब धना 5 हटा लें । 

यहाँ मौजदू तीन जोड़ियाँ भी हटा लें । तो क्या बचा? 

इस प्रकार धना 3 − धना 5 का परिणाम हुआ ऋणा 2 ।

चित्र-14

चित्र-14 बचित्र-14 अ

चित्र-16

चित्र-15 बचित्र-15 अ
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हालाँकि कोई भी यह सझुा सकता ह ैकि केवल 2 जोड़ियाँ और लाने से ज़्यादा आसानी होगी क्योंकि हटाना तो धना 5 को ह ै। इस 
स्थिति में हमारे पास धना 5 और ऋणा 2 होंगे । और धना 5 को हटाने पर बचगेा ऋणा 2 । 

तो धना 3 − धना 5 हुआ ऋणा 2 । 

दोनों ही तरीक़े  मान्य हैं और दसूरा वाला ज़्यादा प्रभावशाली ह ै। 

विद्यार्थियों को सामग्री का इस्तेमाल करके इस तरह के कई सारे सवालों का अभ्यास करना होगा, उन्हें चित्रों के माध्यम से दर्शाना 
होगा और चरणों को संख्यात्मक रूप से दर्ज करना होगा । 

घटाव की विभिन्न स्थितियों के लिए विशषे नियम प्राप्त करना सम्भव ह,ै जबकि इतने सारे नियम व शर्तों को याद रखना बोझिल और 
मशु्किल हो जाता ह ै। इसके बजाय एक बार जब विद्यार्थी पहले बताई गई घटाव की अवधारणा के साथ सहज हो जाए ँतो यह दर्शाना 
आसान हो जाता ह ैकि एक परू्णांक का घटाव उसके योज्य प्रतिलोम (additive inverse) के जोड़ के समान ह ै। यह उस संख्यात्मक 
प्रक्रिया से मले खाती ह ैजिसका पालन हम सामान्यत: करते हैं । इसे अगली गतिविधि में स्थापित किया गया ह ै। 

गतिविधि 5 

उद्देश्य : ठोस सामग्रियों के इस्तेमाल की विधि और संख्यात्मक प्रक्रिया के बीच के सम्बन्ध को दर्शाना । 

सामग्री : चौकोर खाने वाले काग़ज़ ।  

लक्ष्य : यह समझाना कि घटाव को दसूरी संख्या के योज्य प्रतिलोम को जोड़कर किया जाता ह ै।

विद्यार्थियों को सवाल दें, धना 3 − ऋणा 2 

विद्यार्थियों से कहें कि पहले धना 3 को चित्र के रूप में दर्ज कर लें । 

अब विद्यार्थियों को यह दखेने में मदद करने के महत्त्वपरू्ण चरण पर आते हैं 
कि धनात्मक 3 में से ऋणा 2 को हटाना असल में दो जोड़ियों (धना 2 व 
ऋणा 2) को जोड़ना ह ै। 

धना 3, धना 3 + धना 2 + ऋणा 2 के बराबर ही ह ै। 

इस बात की ओर उनका ध्यान दिलाए ँ कि धना 2 को ऋणा 2 का योज्य 
प्रतिलोम कहा जाता ह ैक्योंकि धना 2 व ऋणा 2 मिलकर शनू्य होते हैं ।  

अब दर्शाए ँकि ऋणा 2 को हटाने पर धना 5 बचता ह ै।  

यह स्पष्ट करने में उनकी मदद करें कि घटाव को उस परू्णांक का योज्य 
प्रतिलोम जोड़कर भी प्राप्त किया जा सकता ह ैजिसे घटाया जाना ह ै। चित्र-17
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गतिविधि 6 

उद्देश्य : संख्या रेखा पर विपरीत संख्याओ ंको दर्शाना और + व − के चिह्नों से परिचय कराना । 

सामग्री : चॉक ।  
लक्ष्य : धनात्मक व ऋणात्मक संख्याओ ंको समझाना और यह समझाना कि ऋणात्मक चिह्न वाली संख्याए ँशनू्य से छोटी होती हैं । 

शिक्षक किसी एक विद्यार्थी से तीन क़दम चलने को कहें । वह विद्यार्थी बिना कोई सवाल-जवाब किए तीन क़दम आगे की ओर चल 
सकता ह ै। शिक्षक इस बात की ओर विद्यार्थियों का ध्यान दिला सकते हैं कि उन्होंने अभी यह स्पष्ट नहीं किया था कि किस दिशा 
में आगे जाना ह ै।  

अब शिक्षक फ़र्श पर एक लाइन बनाकर उसमें 0, 1, 2, 3, 4 व 5 अकंित कर सकते हैं । विद्यार्थी से शनू्य पर खड़े होने को कहें और 
अब शिक्षक अपने निर्देश को दोहराए,ँ “दो क़दम आगे की ओर चलो ।” विद्यार्थी संख्या 2 तक पहुचँ जाएगा । “अब तीन क़दम पीछे 
की ओर चलो ।” विद्यार्थी दखेगेा कि उसे शनू्य के पार जाना होगा और वह शनू्य के पीछे एक नई स्थिति में पहुचँ जाता ह ै।‍

अब शिक्षक विद्यार्थियों को यह समझाए ँकि नई स्थिति को ऋणात्मक के रूप में चिह्नित किया गया ह ै। अब संख्या रेखा को दोनों 
ओर धनात्मक 10 से ऋणात्मक 10 तक आगे बढ़ाए ँ। 

अब शिक्षक धनात्मक व ऋणात्मक के चिह्नों से विद्यार्थियों का परिचय करा सकते हैं कि ‘धनात्मक’ को एक ‘+’ चिह्न द्वारा और 

‘ऋणात्मक’ को एक ‘−’ चिह्न द्वारा दिखाया जाता ह ै। अब आप संख्या रेखा पर चिह्नों के साथ संख्याए ँअकंित करें । 

अब शिक्षक उन्हें बता सकते हैं कि ‘+’ चिह्न को अक्सर लिखा नहीं जाता ह,ै यानी कि +2 को आमतौर पर 2 लिखा जाता ह ै।

इस बात की ओर उनका ध्यान दिलाए ँकि जैसे-जैसे आप शनू्य की बाई ंओर जाते हैं संख्याए ँछोटी होती जाती हैं और जैसे-जैसे आप 
शनू्य के दाई ंओर जाते हैं संख्याए ँबड़ी होती जाती हैं । साथ ही संख्या रेखा की किन्हीं भी दो संख्याओ ंके लिए बाई ंओर की संख्या 
दाई ंओर की संख्या से छोटी होती ह ै। इसका मतलब हुआ कि −3 < −1 जबकि 1 < 3 होता ह ै। 

अब विद्यार्थी संख्या रेखा का इस्तेमाल कर संख्याओ ंकी तलुना कर सकते हैं, बड़ी व छोटी, परू्ववर्ती व परवर्ती संख्या निर्धारित कर 
सकते हैं और संख्याओ ंकी तलुना करने के नियम व्युत्पन्न कर सकते हैं । 

चित्र-18

चित्र-19
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गतिविधि 7 
उद्देश्य : तापमान के सन्दर्भ में परू्णांकों के इस्तेमाल को दर्शाना । 
सामग्री : कुछ ठण्डे स्थानों का तापमान चार्ट ।  
लक्ष्य : तापमान के सन्दर्भ में धनात्मक व ऋणात्मक संख्याओ ंको समझाना । 

शिक्षक तापमान की अवधारणा और थर्मामीटर के ज़रिए इसे किस तरह डिग्री सेल्शियस में मापा जाता ह ैइस पर विद्यार्थियों के साथ 
चर्चा करें । पहले सब मिलकर उनके क्षेत्र के तापमान चार्ट का अध्ययन कर सकते हैं । गर्मी के दिनों में सामान्य तापमान कितना होता 
ह?ै सर्दियों में रात का तापमान कितना होता ह?ै फ्रिज़ के अन्दर का तापमान कितना होता होगा? शिक्षक विद्यार्थियों को बता सकते 
हैं कि पानी 0° सेल्शियस पर जम जाता ह ैऔर 100° सेल्शियस पर उबलता ह ै। 

अब शिक्षक विद्यार्थियों को बता सकते हैं कि बहुत ठण्डी जगहों में तापमान अक्सर 0° सेल्शियस से नीच ेचला जाता ह ै। तापमान की 
जानकारी को दर्ज करने के तरीक़े , − चिह्न का इस्तेमाल और सेल्शियस को दर्शाने के लिए C अक्षर के इस्तेमाल की ओर विद्यार्थियों 
का ध्यान आकर्षित किया जाना चाहिए । 

शिक्षक और विद्यार्थी मिलकर कुछ ठण्डी जगहों के तापमान चार्ट पर चर्चा कर सकते हैं । 

अब चार्ट के आधार पर कई तलुनात्मक कथन कह ेजा सकते हैं :   

•	 कौन-सा स्थान सबसे ठण्डा ह?ै 
•	 कौन-सा स्थान सबसे गर्म ह?ै 
•	 किन स्थानों का तापमान 0°C से कम ह?ै
•	 किन स्थानों का तापमान −8°C से 5° ज़्यादा ह?ै 
•	 किन स्थानों का तापमान −10°C से 2° कम ह?ै 
•	 सबसे गर्म स्थान व सबसे ठण्डे स्थान के तापमान में कितना अन्तर ह?ै

गतिविधि 8 
उद्देश्य : संख्या रेखा पर परू्णांकों के जोड़ को दर्शाना ।

सामग्री : चॉक । 

लक्ष्य : आगे बढ़ने को धनात्मक और पीछे जाने को ऋणात्मक से सम्बद्ध करना ।   

अभी तक विद्यार्थियों ने धनात्मक व ऋणात्मक को संख्या रेखा पर स्थितियों के साथ सम्बद्ध किया ह ै। अब उन्हें धनात्मक जोड़ने को 
संख्या रेखा पर आगे बढ़ने और ऋणात्मक जोड़ने को संख्या रेखा पर पीछे जाने से सम्बद्ध करना होगा ।   

फ़र्श पर −10 से +10 तक की संख्याओ ंको दर्शाती एक संख्या रेखा बनाए ँ। यह समझने में विद्यार्थियों की मदद करें कि +2 जोड़ने 
का मतलब ह ैअपनी वर्तमान स्थिति से दो क़दम आगे बढ़ना । −3 जोड़ने का मतलब ह ैअपनी वर्तमान स्थिति से 3 क़दम पीछे की 
ओर जाना ।  

शिक्षक विद्यार्थियों से दिए गए किसी सवाल को संख्या रेखा पर दर्शाने के लिए कह सकते हैं । 

उदाहरण : (−2) + (+3)

+3 के जोड़ को दर्शाने के लिए विद्यार्थी संख्या रेखा पर −2 से चलना शरुू करता ह ैऔर 3 क़दम आगे की ओर बढ़कर +1 पर पहुचँ 
जाता ह ै।  

चित्र-20
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उदाहरण : (−2) + (−4) 

−4 के जोड़ को दर्शाने के लिए विद्यार्थी संख्या रेखा पर −2 से शरुू करके 4 क़दम पीछे की ओर चलता ह ैऔर −6 की स्थिति पर 
पहुचँ जाता ह ै।  

इस प्रकार के विविध सवालों का अभ्यास किया जा सकता ह ैऔर एक मॉडल तैयार किया जा सकता ह ैजब तक कि सभी विद्यार्थी 
इसे समझ न लें । 

वे इसे विपरीत तरह से भी कर सकते हैं ।‍

एक विद्यार्थी सवाल को दर्शाए । अन्य विद्यार्थी जोड़ के तथ्य बताए ँ। 

इस स्तर पर पाठक यह उम्मीद कर सकते हैं कि अगली गतिविधि संख्या रेखा पर घटाव की होगी । हालाँकि घटाव को संख्या रेखा 
पर दर्शाना सम्भव ह,ै लेकिन प्रक्रियात्मक रूप से यह ज़्यादा जटिल हो जाता ह ै। घटाव में संख्या रेखा पर विपरीत जाना होगा जिसे 
समझना विद्यार्थियों के लिए कठिन होता ह ै। 

व्यक्तिगत रूप से मैंने पाया ह ै कि घटाव के लिए लाल व हरे बटन वाली पद्धति पर्याप्त ह ै। हालाँकि यदि पाठक संख्या रेखा का 
इस्तेमाल कर घटाव सिखाना चाहते हैं तो वे एनसीईआरटी की कक्षा 6 की किताब दखे सकते हैं । 

टिप्पणी : अब यह ज़रूरी ह ैकि संख्याओ ंके साथ काम करते हुए जिस पद्धति को हमने पहले अपनाया था और जो मानक विधियाँ 
हैं उनके बीच की कड़ी को दखेने में विद्यार थ्ियों की मदद की जाए । शिक्षक कोष्ठक का इस त्ेमाल कर सकत हैं यदि ऐसा करने से मदद 
मिलती ह ै।  

उदाहरण के लिए : 

•	 धना 5 + ऋणा 4 को अब 5 + (−4) = 1 के रूप में लिखें ।  

•	 ऋणा 4 + धना 7 को अब (−4) + 7 = 3 के रूप में लिखें । 

•	 धना 3 − ऋणा 2 को 3 − (−2) = 3+2=5 के रूप में लिखें। 

•	 धना 3 − धना 5 को 3 − 5 = 3 + (−5) = –2  के रूप में लिखें । 

गतिविधि 9
उद्देश्य : परू्णांकों के गणु ेको दर्शाना । 

सामग्री : चौकोर खाने वाले काग़ज़ ।

लक्ष्य : गणु ेको दर्शाना ।   

उदाहरण : (+4) × (+2)

इसे इस तरह पढ़ते हैं कि धना 2 को चार बार जोड़ना ह ै। 

तो (+4) × (+2) = +8

उदाहरण : (+4) × (−2)

इसे इस तरह पढ़ते हैं कि ऋणा 2 को चार बार जोड़ना ह ै। 

तो (+4) × (−2) = −8

उदाहरण : (−4) × (−2)

          इसे हम इस तरह पढ़ते हैं कि ऋणा 2 को चार बार घटाना ह ै। 

यहाँ ऐसा कुछ नहीं ह ैजिसे किसी में से घटाना ह ै। तो हम आवश्यक संख्याओ ंकी जोड़ियाँ लेते हैं ।  

चित्र-21
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ऋणा 2 को इसके विपरीत धना 2 के साथ चार बार लाया जाता ह ै। 

अब हम चार बार (−2) को हटाते हैं । तो परिणाम होता ह ै+8 । 

इसलिए (−4) × (−2) = +8

उदाहरण : (−4) × (+2)

इसे हम इस तरह पढ़ते हैं कि धना 2 को चार बार घटाना ह ै। 

एक बार फिर हमारे पास घटाने की शरुुआत करने के लिए कोई संख्या नहीं ह ै। 
तो दो जोड़ियाँ चार बार लाते हैं । 

अब हम धना 2 को चार बार हटा सकते हैं तो बचता ह ैऋणा 8 । 

तो (−4) x (+2) = −8

गतिविधि 10 

उद्देश्य : परू्णांकों के गणु ेको दर्शाना । 
सामग्री : चौकोर खाने वाले काग़ज़ ।  
लक्ष्य : पैटर्न के माध्यम से परू्णांकों के गणु ेके नियम व्युत्पन्न करना ।  

विद्यार्थियों को चित्र-23 में 
दिखाए अनसुार एक तालिका 
बनाने को कहें । 

पहले चरण में, विद्यार्थियों से 
अपेक्षा ह ै कि वह तालिका के 
पहले चौथाई हिस्से को भरें । 

दसूरे चरण में, विद्यार्थी प्रत्येक 
पंक्ति का अवलोकन करें (कि 
संख्या किस तरह से घट रही ह)ै 
और प्रत्येक पंक्ति को परूा करने 
के लिए शनू्य के आगे भी पैटर्न 
को जारी रखें । 

तीसरे चरण में, विद्यार्थी +4 से 0 तक के स्तम्भों को एक-एक करके दखेें और 
ख़ाली वर्गों को भरें ।                                 

अब महत्त्वपरू्ण हिस्से पर आते हैं ।‍ इस पैटर्न को स्तम्भवार और पंक्तिवार दोनों 
तरह से जारी रखा जा सकता ह ै। चाह ेजिस भी तरीक़े  से करें विद्यार्थी यह दखे 
पाएगँे कि अब संख्याए ँऋणात्मक पक्ष से शरुू होती हैं और 1 या 2 या 3 के 
चरणों में बढ़ती हैं ।

यह बताते हुए शिक्षकों को अतिरिक्त ध्यान रखने की ज़रूरत ह ैकि अब पंक्तियाँ 
या स्तम्भ ऋणात्मक संख्याओ ंसे शरुू होते हैं व धीरे-धीरे बढ़ते हैं और शनू्य के 
बाद की संख्याए ँधनात्मक हो जाती हैं ।‍

एक बार जब तालिका परूी हो जाए और शिक्षक उसे जाँच लें तो विद्यार्थी 
परू्णांकों के गणु ेके नियम प्राप्त करना शरुू कर सकते हैं ।‍

चित्र-22

चित्र-23 चित्र-23 अ

चित्र-23 ब
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•	 क्या होता ह ैजब एक धनात्मक संख्या को एक धनात्मक संख्या से गणुा किया जाता ह?ै

•	 क्या होता ह ैजब एक धनात्मक संख्या को एक ऋणात्मक संख्या से गणुा किया जाता ह?ै

•	 क्या होता ह ैजब एक ऋणात्मक संख्या को एक धनात्मक संख्या से गणुा किया जाता ह?ै 

•	 क्या होता ह ैजब एक ऋणात्मक संख्या को एक ऋणात्मक संख्या से गणुा किया जाता ह?ै 

मरेा अनभुव रहा ह ैकि पैटर्न पद्धति सरल व सन्तोषजनक ह ैऔर विद्यार्थी इसे पसन्द करते हैं । 

नीच ेदी गई गतिविधि 10 अ, गणु ेको दर्शाने के एक अन्य तरीक़े  (जो कि पी. के. श्रीनिवासन द्वारा सझुाया गया ह)ै का वर्णन करती ह ै।  

गतिविधि 10 अ
उद्देश्य : बटनों का इस्तेमाल करके गणु ेको दर्शाना ।  

सामग्री : लाल व हरे बटन (प्रत्येक रंग के 20 बटन) । 

नियम : धनात्मक का मतलब हुआ एक ही तरीक़े  से दोहराना । 
           (यानी कि एक ही रंग को दोहराना) । ऋणात्मक का मतलब हुआ विपरीत तरीक़े  से दोहराना (यानी कि विपरीत रंग को 	
           दोहराना) । 

लक्ष्य : परू्णांकों के गणु ेके नियम व्युत्पन्न करना ।   

उदाहरण : (+4) × (+2) को दर्शाना 

इसे हम कैसे पढ़़ें? इसे इस तरह पढ़ा जा सकता ह ैकि धनात्मक 2 को धनात्मक 4 बार दोहराया गया ह ै। 

इससे हम क्या समझते हैं? यह तो स्पष्ट ह ैकि धनात्मक 2, यानी कि 2 हरे बटन । 

धनात्मक 4 बार दोहराने का अर्थ ह ैकि चार बार एक ही तरीक़े  से दोहराना । 

तो 2 हरे बटनों को चार बार दोहराया जाता ह ैजिससे कि 8 हरे बटन प्राप्त होते हैं ।  

उदाहरण : (+2) × (−2) को दर्शाना 

इसे इस तरह पढ़ा जा सकता ह ैकि ऋणात्मक 2 को धनात्मक 2 बार दोहराया गया ह ै। 

धनात्मक 2 बार दोहराने का अर्थ ह ैकि दोनों बार एक ही तरीक़े  से दोहराना ह ै। 

इस प्रकार (+2) × (−2) बराबर हुआ −4  

उदाहरण : (−2) × (+4) को दर्शाना  

यहाँ 4 हरे बटनों को दो बार दोहराया जाता ह ैलेकिन विपरीत तरीक़े  से (यानी कि रंग बदल 
जाता ह)ै ।  

4 हरे बटनों को 4 लाल बटनों से बदल दिया जाता ह ैऔर दो बार दोहराया जाता ह ै। 

इस प्रकार (−2) × (+4) हुआ −8

उदाहरण : (−2) × (−2) को दर्शाना 

2 लाल बटनों को विपरीत तरीक़े  से दो बार दोहराया जाता ह ै। 

इस प्रकार हमें मिलेंगे 4 हरे बटन । 

		  		  (-2) × (-2) = + 4

चित्र-24	

चित्र-24 अ

चित्र-24 ब
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गति‍विधि 11 
उद्देश्य : परू्णांकों के विभाजन को दर्शाना । 

लक्ष्य : भाग के सवालों को हल करने के लिए परू्णांकों के गणु ेके नियमों को लाग ूकरना । 

गणु ेके नियमों से भाग के नियम स्वाभाविक रूप से निकलते हैं । 

इसलिए भाग के सवालों को सम्बन्धित गणुन-तथ्यों का इस्तेमाल कर हल किया जा सकता ह ै। 

उदाहरण : −10 ÷ (+5) = −2 (+5 × −2 = −10 का इस्तेमाल करके)

खेल 1 : आख़िरी सिरों तक दौड़!
उद्देश्य : परू्णांकों के जोड़ का अभ्यास करना । 

सामग्री : संख्या रेखा और काउंटर्स, परू्णांक कार्ड्स (−1 से −10, +1 से +10) 

लक्ष्य : कौन पहले +20 या −20 तक पहुचँता ह?ै 

खिलाड़ी दो अलग-अलग रंगों के काउंटर्स इस्तेमाल करें । दोनों खिलाड़ी शनू्य से शरुू करें । परू्णांक कार्ड्स को उलटा 
करके रखें । प्रत्येक खिलाड़ी एक परू्णांक कार्ड उठाए और कार्ड में लिखी संख्या के अनसुार अपने काउंटर को संख्या 
रेखा पर उतने क़दम आगे की ओर या पीछे की ओर ले जाए । 

उदाहरण : 

यदि किसी खिलाड़ी के कार्ड में −2 लिखा होता ह ैतो वह अपने काउंटर को शनू्य से −2 तक ले जाता ह ै। अगली 
बारी में यदि उसे −4 वाला कार्ड मिलता ह ैतो वह अपने काउंटर को −2 से −6 पर ले जाता ह ै। जो भी + या − 20 
पर पहले पहुचँगेा वह जीत जाएगा । 

खेल 2 :  सखं्याए ँकाटने का खेल!
उद्देश्य : परू्णांकों के जोड़ व घटाव का अभ्यास करना ।

सामग्री : संख्याओ ंवाले 2 पासे

लक्ष्य : −5 से 12 तक की सभी संख्याओ ंको काटना 

प्रत्येक खिलाड़ी −5 से 12 तक की एक संख्या रेखा बना लें । दोनों पासों को फें कें  और −5 से 12 के बीच ज़्यादा-
से-ज़्यादा संख्याए ँबनाने के लिए पासे में आई संख्याओ ंको जोड़ें या घटाए ँ। जो-जो संख्याए ँवह बना लें उन्हें काटते 
जाए ँ। प्रत्येक खिलाड़ी बारी-बारी से पासा फें के और कुछ संख्याओ ंको काटे । जो भी सबसे पहले सारी संख्याए ँकाट 
लेगा वही जीतेगा ।

आभार : सशु्री स्वाती सरकार को उनके सझुावों के लिए धन्यवाद । 
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