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लो फ्लोर हाई सीललिंग टास्क : आइए चक्कर लगाए ँ… 

नए और नवीनतम स्पाइरल : खुले और बन्द मामले 
स्वात़ी सरकार, स्नेहा टाइटस 

मुख्य शब्द  : समकोण त्रिभुज, पाइथागोरस, समरूपता, परावततन, रचना 

हम अपनी ‘लो फ्लोर हाइ सीललिंग’ की श िंखला को जारी रख रहे हैं, जजसमें एक गततववधि को 
ललया जाता है। इसकी शुरूआत ऐसे आयु अनुरूप कायत देने से होती है जो कक्षा के सभी 
ववद्याधथतयों द्वारा ककया जा सके। जैस-ेजैस ेगततववधि आगे बढ़ती है, वैस-ेवैस ेकायों की 
जटिलता बढ़ती जाती है, ताकक ववद्याथी अपनी क्षमता की सीमा तक पह ुँचकर प्रयास करें। 
सभी के ललए करने को पयातप्त काम है, लेककन जैस-ेजैस ेस्तर बढ़ते जाता है, वैसे-वैसे उस 
कायत को पूरा कर पाने वाले ववद्याधथतयों की सिंख्या घिती जाती है। बहरहाल, मुख्य बात यह 
है कक सभी ववद्याथी व्यस्त रहते हैं, और सभी कायत के ककसी-न-किसी टहस्से को पूरा कर पाते 
हैं। 

एट राइट एंगल्स िे माचत 2017 के अिंक में ख शबू अवस्थी ने एक जाने-पहचान ेवगतमूल 
स्पाइरल की जााँच के बारे में ललखा था। यह जाुँच उन्हें गणणतीय खोजों स ेभरे कई अप्रत्यालशत 
रास्तों पर ले गई थी। लेख के अन्त में, उन्होंन ेपाठकों के ललए खोज़बीन के कुछ सवाल छोड े
थे, और हमने भी पाठक के रूप में उन सवालों पर सोच ववचार ककया। हम अपने तनष्कर्षों का 
खजाना आपके साथ साझा कर रहे हैं। हमेशा की तरह यह कायत लो फ्लोर (तनम्न स्तर) स े
हाइ सीललिंग (उच्च स्तर) के क्रम में व्यवजस्थत ककए गए हैं। इस बार, हम फ्री डायनलमक 
ज्योमेट्री सॉफ़्टवेयर जजयोज़ेब्रा के इस्तेमाल के कुछ प्रयोग शालमल कर रहे हैं। परिार (कम्पास) 
और मापक (रूलर) के साथ भी यह कायत उतनी ही बखूबी से ककया जा सकता है।  

स््वायर रूि स्पाइरल (वगतमूल स्पाइरल) कुछ ऐसा टदखता है (चचत्र-1 देखें)। 
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ख शबू अवस्थी ने लेख के अन्त में जो प्रश्न उठाया था, वह इस तरह है :  

स्पाइरल पर क्या असर पडेगा यदद हर पुनरावतृ्ति पर, हम त्तवपरीत भुजाओिं की लम्बाई बदलते 
रहें और इसे आधार के बराबर बनाते रहें?  

आइए पता करते हैं!  

वगगमूल स्पाइरल के सिंस्करण 2.0 ननमागण के चरण :  

1. िाग़ज़ की एक खाली पट्िी पर बीचों-बीच एक रेखा खण्ड AB बनाएाँ, जो इकाई लम्बाई 
का हो। त्रबन्द ुB पर एक लम्बवत रेखाखण्ड की रचना करें जो इकाई लम्बाई का ही हो 
(AB के समान), जजसका नाम BC रखें। इससे कणत AC की लम्बाई √2 होगी (चचत्र-2 
देखें)। 

 

 
2. त्रबन्द ुC पर AC के लम्बवत एक रेखा की रचना करें। इस रेखा पर √2 (AC के 

समान) लम्बाई िे एक रेखाखण्ड CD का तनमातण करें। किर, AD को लमलाकर कणत 
बनाएुँ, इससे नए बने समकोण त्रिभुझ में AC, आिार के रूप में है और CD ववपरीत 
भुजा। अत: AD =√4 = 2 । 

3. इसी प्रकार, AD=2 माप का एक रेखाखण्ड DE खीिंचें जो त्रबन्द ुD से AD पर लम्बवत 
हो। AE को लमलाइए। इससे AD आिार वाला समकोण त्रिभुज बनता है जजसमें AE 
कणत है।  

इस प्रकक्रया को दहुराकर कई और समकोण त्रिभुज बनाएाँ। ध्यान रखने वाली एकमाि बात यह 
है कक नए त्रिभुज की लम्बवत भुजा वपछले त्रिभुज के कणत के समान होनी चाटहए। (चचत्र-3 
देखें)। 
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टास्क-1 
सिंक्षेप में उन ववशेर्षताओिं का वणतन करें जो प्रत्येक त्रिभुज के ललए समान हैं। 
  
लशक्षक ध्याि दें : लो फ्लोर (तनम्न तल) की शुरुआत की आवश्यकता यह है कक ववद्याथी यह 
पहचान सकें  कक समकोण समद्ववबाहु त्रिभुज होने के कारण सारे त्रिभुज समरूप हैं। कुछ 
ववद्याथी यह भी पहचान सकते हैं कक यटद आिार और ऊाँ चाई दोनों a हैं, तो त्रिभुज का कणत 
√2a होगा। लशक्षक के ललए यह एक मौका है जहााँ वे उन त्रिभुजों की ओर ध्यान टदला सकते 
हैं जो समरूप हैं पर सवाांगसम नहीिं।  

टास्क-2 
यह त्रिभुज आपस में ककस प्रकार सम्बजन्ित हैं? भुजाओिं की लम्बाई और क्षेििलों की तुलना 
करें। 
 
लशक्षक ध्याि दें : वपछले प्रश्न के आिार पर आगे बढ़ते हुए, लशक्षक ववद्याधथतयों को नीचे दी 
गई ताललका में अपने तनष्कर्षों को दज़त करने और पैिनत को पहचानन ेमें मदद कर सकते हैं : 
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यह स्पष्ि है कक प्रत्येक नए त्रिभुज की भुजाएाँ पुराने त्रिभुज की भुजाओिं के √2 गुणा हैं और 
क्षेििल पहले के त्रिभुज के क्षेििल का दोगुणा है। 

टास्क-3 
्या इस तरह आगे चलने पर स्पाइरल बन्द हो जाता है? इस पर अपने मत के ललए तकत  दें। 
यह बताएुँ कक स्पाइरल िी दसूरी कुण्डली (Loop) में ्या होता है? दसूरी कुण्डली में पहले 
त्रिभुज की भुजाएाँ और क्षेििल, पहली कुण्डली के पहले त्रिभुज की तुलना में कैसी हैं? आग े
आने वाले कुण्डललयों के बारे में ्या कहा जा सकता है? ्या कोई पैिनत उभरता टदखता है? 
 
लशक्षक ध्याि दें : हमेशा की तरह, मत के औधचत्य की माुँग के साथ हम कटठनाई के स्तर 
को बढ़ाते हैं। ववद्याथी जैस-ेजैस ेत्रिभुजों की रचना करेंगे, तो वे महसूस करेंगे कक स्पाइरल  
इसललए बन्द हो जाता है ्योंकक स्पाइरल के केन्र पर बने कोण का मान प्रत्येक जस्थतत में 
45° रहता है। इसललए 8 त्रिभुजों के बाद कोणों का योग 360° हो जाता है और स्पाइरल बन्द 
हो जाता है। हालााँकक, इसे शब्दों में या लेखन में अलभव्य्त करना एक ऐसा कौशल है जजसे 
सीखने के ललए ववद्याधथतयों को अभ्यास करना पड सकता है।  

ववद्याथी ताललका को पूरा कर, 9 वें त्रिभुज का आिार और ऊाँ चाई (स्पाइरल की दसूरी कुण्डली 
में पहला) ज्ञात कर सकते हैं। वे कणत का मान 16√2 और क्षेििल 128 प्राप्त कर सकते हैं। 
यानी, इसकी भुजाएाँ पहली कुण्डली के पहले त्रिभुज की भुजाओिं की 16 (=24) गुणा और 
क्षेििल 256 (=28) गुणा है। यह एक बटढ़या मौका है यह देखने का कक क्षेििलों का अनुपात 
भुजाओिं के अनुपात का वगत है। यह देखने और पुनःस्थावपत करने का भी अच्छा मौका है कक 
त्रिभुजों की समरूपता का अथत है कक सिंगत कोण समान हैं, लेककन भुजाएाँ केवल समान अनुपात 
में हैं। यटद "n वें लूप में पहले त्रिभुज की भुजा : पहले त्रिभुज की भुजा" बीच अनुपात को 
दशातती हुए एक ताललका रची जाए, तो तनम्नललणखत पैिनत उभरता है : 1, 24, (24)2, (24)3 
... (24) (n - 1) । क्षेििलों के ललए इसी के समान पैिनत उभरता है। 
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टास्क-4 
ये त्रिभुज वामावतत (घडी की उल्िी टदशा में) टदशा में आगे बढ़ते हैं। ऐसे त्रिभुज की रचना 
कीजजए जो दक्षक्षणावतत (घडी की टदशा में) टदशा में आगे बढ़ें और जहााँ प्रत्येक नई ऊाँ चाई वपछले 
त्रिभुज के कणत के बराबर हो। यह सोचें कक यटद त्रिभुज दक्षक्षणावतत आगे बढ़ते हैं, तो क्षेििलों 
के बीच अनुपात ्या होगा। 
  
लशक्षक ध्याि दें : इन त्रिभुजों की रचना एक कटठन कायत है जजसमें यह समझने की आवश्यकता 
है कक अब समकोण वपछले त्रिभुज के आिार की ववपरीत भुजा है। ऐसी रचनाएुँ करने के कई 
तरीके हैं और इसललए यह एक खुला प्रश्न (open-ended) है और खोजबीन व प्रयोग को 
प्रोत्साटहत करने का एक अवसर है। यहाुँ हमन ेइस तथ्य का उपयोग ककया है कक नए त्रिभुज 
की ऊाँ चाई वपछले त्रिभुज की ऊाँ चाई की 1/√2 है। हमने एक ऐस ेत्रिभुज से शुरुआत की जजसका 
क्षेििल 1 था और पहले त्रिभुज के कणत के मध्य-त्रबन्द  के आिार में परावततन कर दसूरे त्रिभुज 
के शीर्षत पर पहुाँचे। अपने ववद्याधथतयों को समरूप त्रिभुजों के अलावा बहुत से सवाांगसम त्रिभुजों 
देखने के ललए प्रोत्साटहत करें। चचत्र-4 देखें।  

 
सोच-समझकर गणणतीय अनुमान लगाना एक महत्त्वपूणत गणणतीय कौशल है। इस िास्क में 
ववद्याधथतयों द्वारा इस तरह का प्रयास आसानी स े ककया जा सकता है और ववद्याथी यह 
अहसास कर सकते हैं कक अब ताललका को उल्िे क्रम में पढ़ना है, और क्षेििल दोगुणा की 
बजाय आिा हो जाएगा। क पया अपने ववद्याधथतयों को उनके द्वारा गणणतीय अनुमानों को दजज 
करने के ललए प्रोत्साटहत करें। इसका उद्देश्य यह महसूस कराना है कक जहााँ पहले क्षेििल 21 
स ेबढ़ रहे थे, अब वे 2-1 से घि रहे हैं।  

टास्क-5 
्या क्षेििल 1 के मूल त्रिभुज को क्रमशः आिे ककए जा रहे क्षेििल वाले त्रिभुजों से भरा 
(िाइल) जा सकता है? ्या मूल त्रिभुज इन त्रिभुजों से पूरा ढक जाएगा या किर और ज़्यादा 
इस प्रकार के त्रिभुज बनाते जाने पर वे मूल त्रिभुज के क्षेि से बाहर तनकल आएुँगे? 
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लशक्षक ध्याि दें : इनमें ज्यालमतीय शे्रणी व सीमा दोनों में ककसी का भी उपयोग ककए त्रबना 
उनकी एक बहुत ही प्रारजम्भक और ववजुअल झलक है। यह उस तरह के ववद्यार्थजयों के ललए 
है जजनका झुकाव ववजु़अल है और जो ऊपर की रचनाओिं स ेसम्बजन्ित समझ का उपयोग 1 
क्षेििल वाले मूल त्रिभुज को भरने के ललए कर सकते हैं। 

जजस प्रकार से त्रिभुज भरता है, उससे यह स्पष्ि है कक प्रत्येक नए त्रिभुज का तनमातण वपछले 
त्रिभुज के कणत के मध्य-त्रबन्द ुको ज्ञात करने पर ही सम्भव होगा और किर इस आिे खण्ड 
को अगले त्रिभुज का आिार बनाया जाएगा। सैद्िाजन्तक रूप स,े पहले त्रिभुज स ेबाहर तनकले 
त्रबना इस प्रकक्रया को अनवरत जारी रखना सम्भव है। हम लशक्षकों को इस पररणाम को 
गणणतीय कथन के रूप में ललखने के ललए प्रोत्साटहत करेंगे। इसका एक उदाहरण है :  

1

2
+
1

4
+
1

8
+
1

16
+

1

32
+⋯…… = 1 

इस कथन का सत्यापन कैलकुलेिर के उपयोग से सम्भव है और ववद्याधथतयों के ललए यह एक 
रोचक अवलोकन होना चाटहए। 

 
 

टास्क-6 
आिार 1 और ऊाँ चाई 2 के त्रिभुज से प्रारम्भ करते हुए, समरूप समकोण त्रिभुजों का एक 
स्पाइरल बनाएुँ। इसमें वपछले त्रिभुज के कणत को अगले त्रिभुज का आिार लें। भुजाओिं और 
क्षेििलों के अनुपात ्या हैं? 
  
आप समरूप समकोण त्रिभुजों का एक ऐसा स्पाइरल कैसे बना सकते हैं जजसमें शुरुआती  
त्रिभुज का आिार 1 हो और क्षेििल n के अनुपात में हों (जहााँ n एक पररमेय सिंख्या है)?  

n के ककन मानों के ललए स्पाइरल बन्द हो जाएगा? 
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लशक्षक ध्याि दें : पहले त्रिभुज का कणत √5 है, इसका क्षेििल 1 इकाई है। अगले त्रिभुज को 
समरूप होने के ललए यह ज़रूरी है कक भुजाएाँ √5:1 के अनुपात में बढ़ें (्योंकक कणत अगले 
त्रिभुज के ललए आिार का है)। इससे ऊाँ चाई 2√5 इकाई हो जाती है और क्षेििल 5 इकाई वगत।  

आगे आने वाले त्रिभुज िी सिंगत भुजाएाँ भी इसी प्रकार √5:1 के अनुपात में होंगी और क्षेििल 
5:1 के अनुपात में बढ़त ेरहेंगे। 

यटद समरूप त्रिभुजों के क्षेििलों का अनुपात n:1 होना है, तो :  

𝑛 =
𝐴2
𝐴1

=

1
2𝑏2ℎ2

1
2
𝑏1ℎ1

= √𝑛 × √𝑛 

पहले त्रिभुज का आिार 1 है, कणत = √𝑛, तो ऊाँ चाई √(𝑛 − 1) होनी चाटहए। 

क्षेििल √(𝑛−1)
2

 होगा।  

अगले त्रिभुज का आिार √𝑛 है, ऊाँ चाई √𝑛(𝑛 − 1) है और कणत 𝑛, क्षेििल 𝑛 √(𝑛−1)

2
 होगा।  

यह स्पष्ि है कक, हमें ऐसे त्रिभुज से शुरुआत करनी होगी जजसका आिार 1 हो और कणत √𝑛 
हो और किर आगे के त्रिभुज बनाने होंगे। चूाँकक √𝑛 बनाया जा सकता है, हम मानक तनमातण 
ववधि का उपयोग करके पहले त्रिभुज का तनमातण कर सकते हैं। चचत्र-6 देखें, जो कक्षा 9 वीिं 
की एनसीईआरिी पाठ्यपुस्तक से उद्ि त है। 

 
टास्क-7 
्या इस नए स्पाइरल में दक्षक्षणावतत टदशा में नए त्रिभुज बनाना सम्भव है?  
इस पररस्थथतत में भुजाओिं का अनुपात ्या होगा? क्षेििल के अनुपात के बारे में आप ्या 
कहेंगे?  

लशक्षक ध्याि दें : समरूप त्रिभुजों का उपयोग करके यह त्रबल्कुल सम्भव है - मूल त्रबन्द ुिे 
कोण में पहले त्रिभुज के आिार में परावतततत करके और किर मूल आिार को कणत मानकर 
त्रिभुज को पूरा ककया जाएगा। चचत्र-7 देखें। 
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भुजाएाँ 1: 1/√n के अनुपात में होंगी और क्षेििल 1: 1/n के अनुपात में। यानी जहाुँ घडी की 
ववपरीत टदशा में घूणतन क्षेििलों के अनुपात n के सकारात्मक घातािंक देता है वहीिं दक्षक्षणावतत 
घूणतन क्षेििलों का ऐसा अनुपात देता है जजसमें n के घातािंक नकारात्मक हैं।   

टास्क-8 
n के ककन मानों के ललए स्पाइरल बन्द होगा?  
 
लशक्षक ध्याि दें : चूाँकक त्रिभुज समरूप हैं, अतः ककसी टदए गए क्षेििल के अनुपात के मान 
(n:1) के ललए शीर्षत पर सभी कोण बराबर होते हैं। तनम्नललणखत ताललका ववद्याधथतयों को n के 
मान 1 से 10 तक के ललए कोणों का तनरीक्षण करने में मदद करती है।  

 
यह स्पष्ि हो जाता है कक स्पाइरल n=2 और 4 के ललए बन्द होता है और इनमें मूलत्रबन्द ु
पर कोण के मान क्रमशः 45° और 60° हैं। ये दोनों 360° के गुणनखण्ड हैं, इस शे्रणी का 
एक और  कारक 72° है (याद रखें कक कोण बढ़ रहा है (्यों?) चूुँकक कोण न्यून होना चाटहए), 
लेककन 72° के ललए cos का मान 1/√n रूप का नहीिं है।  
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स्पाइरल के ललए पहले पूणत घूणतन जो (n=2 और n=4) पर समाप्त होत ेहैं, ववद्याधथतयों को 
इसके आगे की जााँच करने के ललए प्रोत्साटहत करें। उनके ललए भुजाओिं के अनुपात और प्रत्येक 
नई कुण्डली के पहले त्रिभुज के क्षेििल को दजज करना ववशेर्ष रूप स ेरोचक है।   

ननष्कर्ग 
्या यह आश्चयतजनक नहीिं है कक एक ही प्रश्न के इदत-धगदत घूमन ेसे हमारी जााँच-पडताल 
स्पाइरल कर सकती है? हमें आशा है कक आप इस जााँच-पडताल का उतना ही आनन्द उठाएुँगे 
जजतना हमने इसकी रचना करते वक़्त उठाया।  
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------  
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