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त्रिकोणीय संख्याए ँ
अमतृांशु प्रसाद और विजय रविकुमार  

मधुश्री बसु द्िारा चित्रित  

मुख्य शब्द : गॉस, त्रिकोणीय संख्याए ँ 

प्रससद्ध जर्मन गणणतज्ञ कार्म फे्रडरिक गॉस (1777-1855) के बािे र्ें एक कहानी मशहूर है। विद्यार्थमयों 
को व्यस्त िखन ेऔि थोडा आिार् किने की उम्र्ीद र्ें गॉस के गणणत-सिक्षक ने उन्हें 1 + 2 + ... 
+ 100 तक की संख्याओं को जोडने के लिए कहा। सात िर्षीय गॉस ने तुरन्त ही ढूूँढ़ लिया कक इसका 
उत्ति 5050 होगा। (टिप्पणी  : इस कहानी की ऐततहाससक प्रार्ाणणकता सन्न्िग्ध है। सन्िर्म [1] र्ें, 
ब्रायन हेस इस कहानी की उत्पवत्त का पता र्गाने की कोसिि कित ेहैं।)   

 
चिि-1 

सिार् यह है कक गॉस ने इतनी जल्दी सैकडों संख्याओं का योग कैस ेज्ञात ककया होगा? एक सम्र्ािना 
यह है कक उन्होंने इस योग को दो बाि सर्खा, एक बाि सीधी टदिा र्ें औि दसूिी बाि उल्िी टदिा र्ें 
:  

  1 +  2 +  3 + ... + 99 + 100 
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  100 + 99 + 98 + ... + 2 + 1 

ध्यान िीन्िए कक 1 + 100 = 101, 2 + 99 = 101, 3 + 98 = 101 औि इसी प्रकाि आगे भी। 
प्रत्येक कॉर्र् की संख्याओं को िोड़ने पर हमें प्राप्त होता है : 

101 + 101 + 101 + ... + 101 + 101 (100 बाि) 

जो दिामता है कक पहर्ी सौ संख्याओं का योग 100 × 101 का आधा है, जो कक 5050 है। 

इस तरकीब का उपयोग कई संख्याओं को जोडने के सर्ए ककया जा सकता है। उदाहिण के सर्ए,  

1 + 2 + ... + 1000 का योग (1000 × 1001)/2 होगा, जो कक 500500 है।  

प्रथर् n प्राकृत संख्याओं का योग n िी ंत्रिकोणीय संख्या (triangular numbers) कहर्ाता है।   

T(n) = 1 + 2 + ... + n  

पहर्ी कुछ त्रिकोणीय संख्याएूँ हैं : 

T (1) = 1 

T (2) = 1 + 2 = 3 

T (3) = 1 + 2 + 3 = 6 

T (4) = 1 + 2 +3 + 4 = 10 

इन्हें त्रिकोणीय संख्या कहा जाता है क्योंकक ये उन िस्तुओं की संख्या बताती हैं जजन्हें त्रिरु्जों र्ें 
व्यिजस्थत ककया जा सकता है : 

 
गॉस की तरकीब का उपयोग करके n िी ंत्रिकोणीय सखं्या पता करिे के लिए सूि :  

T (n)  = 1 + 2 + ... + n −1 + n 

T (n) = n + n −1 + ... + 2 + 1 

2T (n) = (n +1) + (n +1) + ... +  (n +1) + (n +1) 

T(n) = [n (n +1)] /2  (1) 

चििों की सहायता से सूि को समझािा  
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T(n) के इस सूि को र्ििों द्िािा र्ी सर्झाया जा सकता है : उदाहिण के सर्ए, T (4) के त्रबन्दओंु 
को इस रूप र्ें देखा जा सकता है।  

 
इसलिए  

 
दाईं ओि के आयत र्ें 4 पजंक्तयाँ औि 5 स्तम्र् हैं। इससर्ए,  

T (4) + T (4) = 4 × 5 

 या T (4) = (4 × 5)/2                  

इसी तिह, ककसी र्ी n के सर्ए 2T(n) त्रबन्दओंु को n पंजक्तयों औि n + 1 स्तम्र्ों वािे आयताकाि 
क्रमववन्यास र्ें व्यिजस्थत ककया जा सकता है। इससे हमें 2T(n) = n × (n + 1) लमिता है, जजस े
हर्ने पहर् ेगॉस की तरकीब का उपयोग किके प्राप्त ककया था। 

 
चिि-2 

त्रिकोणीय संख्याओं में हमारी ददििस्पी क्यों हो?  

परपीड़क सिक्षकों को र्ात देने के अर्ािा क्या औि र्ी कोई कािण हैं जजनकी िज़ह से हमें त्रिकोणीय 
संख्याओं र्ें दििचस्पी िेनी चादहए? कुछ उदाहिण देखने के सर्ए इन प्रश्नों को हि करने की कोलशश 
कीन्िए : 
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प्रश्न : एक िाउंड-िॉत्रबन िूनामर्ेंि र्ें प्रत्येक िीर् हि दसूिी िीर् के साथ ठीक एक बाि खेर्ती है। 
उदाहिण के सर्ए, फीफा विश्िकप र्ें 32 िीर्ों को िाि-िाि िीर्ों के आठ सरू्हों र्ें बाँिा जाता है। 
क्िार्ीफाइंग दौि र्ें प्रत्येक सरू्ह एक िाउंड-िॉत्रबन िूनामर्ेंि खेर्ता है। उदाहिण के सर्ए, 2014 फीफा 
विश्िकप के गु्रप ए र्ें ब्राजीर्, क्रोएसिया, र्ेजक्सको औि कैर्रून थे। क्िार्ीफाइंग दौि में गु्रप ए र्ें 
ककतने र्िै खेर्े गए? क्या होगा अगि विश्िकप का प्रारूप बदर्कि प्रत्येक सरू्ह र्ें छह िीर्ों को 
िासर्र् कि टदया जाए। तब क्िार्ीफाइंग दौि र्ें प्रत्येक सरू्ह र्ें ककतने र्िै खरे्े जाएूँगे? 

हर् : ब्राजीर् को क्रोएसिया, र्ेजक्सको औि कैर्रून र्ें से प्रत्येक के साथ एक र्िै खेर्ना होगा। यानी 
कक ब्राजीि को 3 मचै खेिने होंगे। अब क्रोएसिया पि आत ेहैं—हर् पहर् ेही ब्राजीर् बनार् क्रोएसिया 
मैच की बात कर चुके हैं। तो, र्ेजक्सको औि कैर्रून के साथ क्रोएलशया के मचै बाकी हैं यानी दो औि 
र्ैि। िाउंड-िॉत्रबन को पूिा किने के सर्ए अन्त र्ें हर्ें र्ेजक्सको औि कैर्रून के बीि एक र्िै का 
आयोजन कििाना होगा। नीचे िी गई तासर्का र्ें प्रत्येक √ इस सरू्ह र्ें खेर् ेजाने िारे् खेर् को 
दिामता है :  

 
तालिका कुछ परिर्ित-सी र्ग रही है, नहीं? यह त्रिकोणीय संख्या T(3) है। इसी प्रकाि, यटद एक सरू्ह 
र्ें छह िीर् हों तो खेर्ों की संख्या T(5) होगी। 

प्रश्न : तािा को विश्िविद्यार्य र्ें 24 कम्प्यूििों का एक हाई-स्पीड नेििकम  स्थावपत किना है। इनर्ें 
से प्रत्येक कम्प्यूिि को नेििकम  के अन्य सर्ी कम्प्यूििों से सीधे िोड़ा िाना है। तािा को ककतने केबर् 
(ताि) की आिश्यकता होगी? 

 
चर्त्र-3 
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हर् : पहर् ेकम्प्यूिि को 23 अन्य कम्प्यूििों से जोडने की आिश्यकता होगी। ऐसा किने के बाद, 
दसूिे कम्प्यूिि को 22 अन्य कम्प्यूििों से जोडने की आिश्यकता होगी (यह पहर् ेसे ही एक कम्प्यूिि 
से जुडा हुआ है)। इसके बाद, तीसिे कम्प्यूिि को 21 अन्य कम्प्यूििों से जोडने की आिश्यकता होगी 
(यह पहर् ेदो कम्प्यूििों से पहिे से ही जुडा हुआ है) औि बिे हुए कम्प्यूिि भी इसी प्रकार से एक-
दसूिे से िोडे़ िाएूँगे। इसलिए आिश्यक केबर्ों की कुर् संख्या होगी : 

23 + 22 +... + 2 + 1 = T(23) = (23×24)/2 = 276 

कैस ेपता करें कक कोई संख्या त्रिकोणीय है या नहीं? एक तिीका है : यटद 8N + 1 एक पूणम िगम है 
तो N एक त्रिकोणीय संख्या होगी, अन्यथा नहीं होगी। उदाहिण के सर्ए, कुछ प्रथर् त्रिकोणीय संख्याए ँ
हैं : 

N 1 3 6 10 15 21 
8N+1 9 25 49 81 121 169 
िास्ति र्ें यटद 8N + 1 एक धनात्र्क पूणाांक M का िगम है, तो 

8N + 1 = M2 

औि M विर्षर् संख्या ही होगी, क्योंकक इसका िगम विर्षर् है। इसका अथम हुआ कक M-1 सर् संख्या है, 
इससर्ए n = (M-1)/2 एक धनात्र्क पूणाांक है।  

हम िानते हैं कक 

 
इससे पता िर्ता है कक प्रत्येक विर्षर् पूणम िगम एक त्रिकोणीय संख्या है औि प्रत्येक त्रिकोणीय संख्या 
एक विर्षर् पूणम िगम है। 

अन्य आकृततयों पर आधाररत संख्याए ँ

ज्यासर्तीय आकृततयों पि आधाररत पूणाांकों के अन्य अनुक्रर् (sequence) र्ी हैं।  

ये कुछ िगम संख्याए ँहैं : 
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जो इस सिर् सूि द्िािा ज्ञात की जा सकती हैं :  

S(n) = n2 

जबकक पिंकोणीय संख्याएँ (Pentagonal numbers) हैं : 

1, 5, 12, 22, 35, ...  

जो बढ़त ेआकाि के पंिरु्ज के तनर्ामण से प्राप्त होती हैं। 

 
चिि-4 

पंिकोणीय संख्याओं के सर्ए र्ी एक अच्छा सूि है :  

P (n) = [n (3n−1)] / 2 

कर्ी-कर्ी इन संख्या अनुक्रर्ों र्ें आपसी सम्बन्ध होत ेहैं। िैसे कक दो क्रमागत त्रिकोणीय संख्याओं 
का योग हर्ेिा एक िगम सखं्या होती है :  

T(n) + T (n+1) = (n+1)2 

त्रिरु्जों को सर्र्ाकि इसको ज्यासर्तीय रूप र्ें दिामया जा सकता है।  

उदाहिण के सर्ए, नीिे टदया गया र्िि दिामता है कक T(3) + T(4) = 42।  
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प्रश्न : जब गॉस ने अपनी त्िरित सोि से अपने गणणत-सिक्षक की र्म्बी छुट्िी की उम्र्ीदों पर पानी 
फेर टदया, तो सिक्षक ने गॉस से एक औि प्रश्न पूछा। "बहुत िानदाि, एरे्क!" उन्होंने कहा। "िर्ो 
देखते हैं कक तुम इस ेकैसे हर् कित ेहो। प्रथर् सौ विर्षर् संख्याओं को जोड़ो।" तो, अब गॉस को 1 + 
3 + 5 + ... + 199 का योग ज्ञात किना था। बरु्जश्कर् एक पर् बीता होगा कक तािा की आँखें िर्क 
उठी ंऔि उसके िेहिे पि रु्स्कान आ गई। उसने धीरे-से गॉस के कानों में कुछ कहा। गॉस जोि-से हँसे, 
जब उन्हें यह एहसास हुआ कक उन्होंने कफि से सिक्षक को र्ात दे दी है। क्या आप अनुर्ान र्गा 
सकते हैं कक तािा ने गॉस से क्या कहा होगा? 

प्रश्न : आइए दो औि संख्या अनुक्रर्ों का पता किें जो ज्यासर्तीय आकृततयों र्ें त्रबन्दओंु की र्गनती 
से प्राप्त होत ेहैं। 

पहर्ा अनुक्रर् केन्न्ित र्षट्कोणीय  संख्याओं (hexagonal numbers) का है : 

 
क्या आप त्रिकोणीय संख्याओं का इस्तेमार् किके n िी ंर्षट्कोणीय संख्या के सर्ए सूि ज्ञात कि सकते 
हैं? 

प्रश्न : क्या आपने कर्ी फिों की िकुान पर बबकते अर्रूद, र्ौसम्बी या अनाि िेखे हैं? क्या आपको 
याद है कक िकुानिार ने फर्ों के ढेि को कैस ेसजाया था? बहुत सम्र्ािना है कक फर्ों को िगम-आधाि 
िारे् वपिासर्ड र्ें िखा गया हो। फर्ों की n पितों िार् ेएक िगम वपिासर्ड बनाने के सर्ए ककतने फर्ों 
की आिश्यकता होगी? क्या आप इस संख्या से सम्बजन्धत कोई सूि जानत ेहैं? 

 
चिि-5 
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चिि-6 

प्रश्न : गॉस औि तािा पूिी िात पूणाांक अनुक्रर्ों पि ििाम कित ेहुए त्रबताते हैं औि सुबह तक वे प्रथर् 
n संख्याओं के घनों के योग का एक िौंकाने िार्ा सूि सोि पात ेहैं : 13 + 23 + 33 + 43 + · · · 
+ n3। यह योग (T(n))2 के बराबर होता है, जो n-िी ंत्रिकोणीय संख्या का िगम है। िे तय कित ेहैं कक 
अब सिक्षक से पूछताछ किने की बािी उनकी है। इससर्ए अगर् े टदन वे अपने ननष्कर्ष सिक्षक को 
बताते हैं औि उनस ेअपने सूि के सर्ए प्रर्ाण की र्ागँ कित ेहैं। क्या आप तािा के नोट्स (र्िि-6) से 
संकेतों का उपयोग कि उन सिक्षक की र्दद कि सकत ेहैं? 

प्रश्न : स्कूिी पढ़ाई पूरी होने के बाद तािा को िल्िी ही बनने वािी एक स्र्ािम स्पाइिर् लसटी के अबषन 
प्िानर के रूप में नौकिी लमि िाती है। उसके बॉस ऐसा लसटी प्िान िाहते हैं न्िसमें इर्ाितों के बीि 
एक-सर्ान दिूी हो औि सर्ी इर्ाितें एक ही सवपषिाकार (spiral) सडक पि न्स्थत हों। उनका कहना है 
कक इस तिह प्रत्येक इर्ाित के पते के लिए एक अद्वितीय संख्या होगी और सखं्याओं का र्ान केन्ि 
से बाहि की ओि जाने पि बढ़ता जाएगा। तािा िहि के सर्ए तीन सम्भावित प्रारूपों पि वििाि किती 
है : 

 
क्या आप प्रत्येक योिना र्ें 50 की संख्या तक के पते िेकर इन तीनों योिनाओं को पूिा किने र्ें 
तारा की र्दद कि सकत ेहैं?  

प्रश्न : तािा के बॉस योजना A इस्तेर्ार् किने का फैसर्ा कित ेहैं औि तािा को एक औि कायम देत े
हैं। वे उस ेइस योिना में ऐसी सड़कें  िोड़ने के लिए कहते हैं िो पूिी तिह से सीधी हों और िो 
सवपषिाकार सडक से होकर गुजरती हों, ताकक बड़ी सखं्या के पतों िारे् घिों तक आसानी से पहुूँिना 
सम्भि हो। ये सीधी सड़कें  ककसी र्ी टदिा र्ें हो सकती हैं। तािा के बॉस औि उनके सर्िों ने पहर् ेसे 
ही िे घि ख़िीद सर्ए थे, जजनके पते त्रिकोणीय संख्या हैं। तो, ककतने सीधे िास्ते बनाने होंग ेताकक 
‘त्रिकोणीय संख्याओं’ के पते िारे् सािे घि सीधे िास्तों पि ही अिजस्थत हों। योजना B र्ें सािी िगम 
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संख्याओं तक जाने के सर्ए औि योजना C र्ें सर्ी र्षट्कोणीय संख्याओं तक जाने के सर्ए ककतने 
सीधे िास्तों की आिश्यकता होगी? 
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