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भिन्नात्मक त्रिक 
विनय नायर  

मुख्य शब्द :  बााँटना (Sharing), गुणनखण्ड (Factors), गुणज (Multiples), अनुमान 
(Estimation) 

इस पहेली पर विचार करें। तीन भाई हैं- सबसे छोटा, माँझला और सबसे बड़ा। प्रत्येक को विरासत के 
रूप में कुछ राशि ममलती है। सबसे छोटा भाई प्राप्त होने िाली रामि का आधा अपने पास रखता है 
और बची हुई रामि को माँझले और बड़े भाई के बीच समान रूप से वितररत करता है। माँझला भाई भी 
आधी रामि अपने पास रखता है और बाकी रामि को दोनों भाइयों के बीच समान रूप से वितररत करता 
है। सबसे बड़ा भाई भी अपने पास आधी रामि रखता है (अपने भाइयों से भी रामि प्राप्त करने के बाद) 
और िेष रामि को सबसे छोटे और माँझले भाई के बीच समान रूप से विभाजजत करता है। अन्त में 
यदद तीनों भाइयों के पास समान रामि है, तो क्या हम ज्ञात कर सकते हैं कक प्रारम्भ में उनमें से 
प्रत्येक के पास ककतनी रामि थी? अगर ऐसा है तो हम ऐसा कैस ेकरत ेहैं? अगर नहीीं कर सकते, तो 
क्यों नहीीं? 

यह एक प्राचीन पहेली है, जजस ेथोड़ा सींिोधधत ककया गया है। आइए, सींख्याओीं का उपयोग करके पहेली 
पर थोड़ी छानबीन करें। हम िुरुआत में मान लेते हैं कक कहीीं एक बैंक है, जहााँ से हम जजतनी चाहें 
उतनी रकम ननकाल सकते हैं (केिल प्राकृनतक सींख्याओीं में ही, कोई मभन्नात्मक सींख्या नहीीं)। हम तीन 
खखलाडड़यों A, B और C के खेल पर विचार करत ेहैं। जजस क्रम में िे खेल खलेते हैं िह कुछ इस 
प्रकार है- पहल ेA, उसके बाद B और किर C । प्रत्येक खखलाड़ी अपनी बारी आने पर बैंक से एक 
ननजचचत रामि ननकाल लेता है। खखलाडड़यों को आिचयकतानुसार कायय करने के मलए, A को 4 के गुणज 
का प्रयोग करना ही होगा, तभी िह कथन के अनुसार बााँट पाएगा।  

मान लें कक A 4 इकाइयााँ ननकाल लेता है, तो B को ककतनी ननकालना चादहए? ध्यान रहे, B को A 
से भी 1 ममलता है, क्योंकक A अपनी रामि के आधे भाग को B और C के बीच समान रूप से विभाजजत 
करता है। जादहर है, B एक सम सींख्या नहीीं ले सकता, क्योंकक एक सम सींख्या और 1 ममलकर विषम 
सींख्या बनात ेहैं। B 1, 5, 9, 13 आदद जैसी विषम सींख्याएाँ भी नहीीं ले सकता, क्योंकक यदद हम इनमें 
1 जोड़ दें तो पररणामी सींख्या एक सम सींख्या होगी जो 4 से विभाजजत नहीीं होगी। इसमलए B को 3, 
7, 11,… जैसी विषम सींख्याएाँ लेनी चादहए। मान लीजजए कक B 7 इकाई लेता है, B को A से 1 ममलता 
है, जजसके पररणामस्िरूप कुल 8 होता है। िह अपने मलए 4 रखता है और िेष रामि को A और C के 
बीच समान रूप से विभाजजत करता है। A के पास अब 4 इकाइयााँ हैं, B के पास 4 इकाइयााँ हैं, और 
C के पास अपनी रामि है और साथ-ही-साथ 1 इकाई है जो उस ेA से प्राप्त हुई है, और 2 इकाइयााँ हैं 
जो उस ेB से प्राप्त हुई हैं। अब C को ककतनी मात्रा लेनी चादहए ताकक िह पुनराितृ्त चरणों को पूरा 
कर सके? B की तरह, C के पास भी ऐसी रामि होनी चादहए जो 4 का गुणज हो ताकक िह आधा 
अपने मलए रख सके और दसूरे आधे को A और B के बीच समान रूप से विभाजजत कर सके। इसमलए 
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1, 5, 9, 13,... जैसी सींख्याएाँ C के मलए विकल्प सींख्याए ँहैं। मान लीजजए कक C 5 इकाइयााँ लेता है, 
तो पररणाम कुछ ऐसा होगा।  

 
अतः यदद A, B और C 4, 7 और 5 से िुरुआत करते हैं, तो िे 6, 6 और 4 (क्रमि:) पर समाप्त 
होत ेहैं। ककसी भी खेल को बेहतर तरीके से समझना है तो यह बेहतर रहेगा कक इसे स्ियीं खेला जाए।  

तो थोड़ा रुकें , और तीन खखलाडड़यों के साथ खेलन ेकी कोमिि करें। बारी-बारी से प्रत्येक खखलाड़ी एक 
ननजचचत सींख्या चुनता है। प्रत्येक खेल के अन्त में, तीनों खखलाडड़यों द्िारा िुरुआत में चुनी गई रामियों 
को मलखें और तीन राउीं ड के अन्त में तीनों खखलाडड़यों के पास ककतनी रामि है उस ेमलखें। उदाहरण के 
मलए, यदद A, B और C 4, 11 और 8 से िुरुआत करते हैं, तो यह होगा। 

 
खेल के अन्त में, A के पास 8 इकाइयााँ बची हैं, B के पास 9 और C के पास 6। मान लीजजए, पहेली 
यह थी कक यदद आदान-प्रदान के बाद A, B और C के साथ जो सींख्याएाँ िषे हैं, िो 8, 9 और 6 हैं 
(क्रमिः), तो उनके पास प्रारम्भ में ककतना था? इस ेकैसे हल ककया जाए? आइए, इस पहेली को पहेली 
#2 कहा जाए और इस लखे की िुरुआत में जो पहेली है उस ेपहेली #1 । हम कुछ समय बाद इस पर 
विचार करेंगे। इस बीच, आप भी कुछ सोच-विचार कर सकते हैं कक इस ेकैस ेहल ककया जाए।  

जब हम कोई खेल खेलत ेहैं और पररणाम का अिलोकन करत ेहैं, तब हम कुछ सम्बन्ध और पैटनय 
पाते हैं। तामलका-1 विमभन्न पररणामों को दिायती है यदद A 4 और B 11 चुनता है।  
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B इस समान्तर शे्रणी में 3, 7, 11, 15 या कोई भी सींख्या ले सकता था। तामलका 1 से पता चलता 
है कक A और B के चुनाि करने के बाद C के पास क्या विकल्प है। हम 'अजन्तम रामि' की तामलका 
में कुछ पैटनय देख सकत ेहैं : A और B के मलए आरजम्भक रामि समान है, C के मलए 4 इकाई की 
िदृ्धध A, B और C की अजन्तम रामि में 1, 1 और 2 (क्रमि:) िदृ्धध करती है।  

आइए, खेल को 'जीतने' के मलए ननयम तय करें। जो व्यजक्त अन्त में सबसे कम स्कोर करता है िह 
खेल जीत जाता है। एक बार A और B ने 4 और 11 को चुन मलया तो C सबसे कम स्कोर करने के 
मलए 4, 8 या 12 को चुन सकता है। अगर C 16 चनुता है तो िह A (10-10) के साथ बराबरी कर 
लेता है। यदद C 20 चुनता है, तो िह B के साथ बराबरी कर लेता है। यदद C 24 के आग ेकोई सींख्या 
चुनता है तो िह खेल को अधधकतम रामि के साथ समाप्त करता है।  

आइए खेल जीतने के ननयमों को बदलने का प्रयास करें। िह व्यजक्त जो अधधकतम लाभ कमाता है 
(अजन्तम रामि–आरजम्भक रामि), िह खेल जीत जाता है। या जो व्यजक्त सबसे अधधक नुकसान में है 
िह खेल जीत जाता है। खले में ककसे फायदा होता है? या क्या यह एक ननष्पक्ष खेल है?  

कुछ और खेलों के स्कोर पर करीब से नज़र डालने से हम कुछ अन्य पैटनय देख सकते हैं और कुछ 
अधधक ननयम बना सकते हैं। 
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उपरोक्त ताशिकाएँ पैटनय दिायती हैं जब अलग-अलग सींख्याओीं को प्रारजम्भक रामियों के रूप में चुना 
जाता है।  

चमलए, खेल का सामान्यीकरण करत ेहैं। जब A कोई 8a - 4 रूप की सींख्या चनुता है, B को इन 
रूपों में से ककसी एक सींख्या को चुनना होगा : 16b + 3, 16b + 7, 16b + 11, 16b + 15। तब, 
C को इनमें से ककसी एक रूप की सींख्या चुननी होगी : 4c + 2, 4c + 1, 4c, 4c + 3। इसी 
तरह, जब A 8a रूप की सींख्या को चुनता है, B को इनमें से ककसी एक रूप की सींख्या चुननी होगी 
: 16b + 2, 16b + 6, 16b + 10, 16b + 14। तब, C को भी इनमें से ककसी एक रूप की सींख्या 
का चयन करना होगा : 4c + 1, 4c, 4c + 3, 4c + 2 (क्रमिः)।  

तामलका #5 इस अिलोकन को साराींमित करती है : 

 
त्रिगुणों से सम्बन्न्ित पहेभियों को सुिझाना 

आइए पहेली #2 पर िापस चलें, जहााँ यह ज्ञात है कक तीन आदान-प्रदान के बाद A, B और C के 
पास 8, 9 और 6 िेष हैं, और हमें आरजम्भक रामियों को ज्ञात करने की आिचयकता है। आरजम्भक 
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रामियों को a, b और c मानकर और तीन समीकरण बनाकर बीजगखणतीय तरीके से कोई भी यह 
ज्ञात कर सकता है। समीकरणों को हल करके हम मूल रामियों को ज्ञात करत ेहैं। हालााँकक पैटनय का 
अध्ययन करके भी यह ज्ञात ककया जा सकता है। यहााँ एक तरीका सुझाया गया है। 

A ने 4 के गुणज से प्रारम्भ ककया होगा। इस उदाहरण में, A ने इनमें से ककसी एक सींख्या के साथ 
िुरुआत की होगी : 4, 8, 12, 16, 20। 

केस-1 : क्या A 16 या 20 से िुरुआत कर सकता है? नहीीं, क्योंकक पहल ेआदान-प्रदान के बाद ही 
उसके पास 8 या अधधक िषे रह जाएगा। दसूरे और तीसरे आदान-प्रदान के बाद भी खेल के अन्त में 
उसके पास अधधक रामि होगी। हालााँकक, यह ज्ञात है कक खेल के अन्त तक A के पास 8 िेष है। तो 
हम इस सम्भािना को नकार देत ेहैं। 

केस-2 : क्या A 12 से िुरू कर सकता है? अगर ऐसा है तो पहली अदला-बदली के बाद उसके पास 
6 िेष रहेंग ेऔर खेल के अन्त में 8 तक पहुाँचने के मलए केिल 2 की आिचयकता होगी। ऐसा होने के 
मलए, B और C को चादहए कक A को 1 प्रदान करें, या उनमें से ककसी एक को 0 प्रदान करना चादहए 
और दसूरे को 2 प्रदान करना चादहए। यदद B 1 प्रदान करता है, तो B के पास 4 होना चादहए। तब, 
C के पास 7 होंग े(23 - 12 - 4 = 7)। A और B के 1-1 दहस्स ेके साथ, C के पास 9 होगा जजस े
विभाजजत नहीीं ककया जा सकता है। इसमलए B A को 1 नहीीं प्रदान कर सकता। आइए, अब B द्िारा 
A को 2 प्रदान करने पर विचार करें। इस जस्थनत में, B के पास 8 होना चादहए। यदद A के पास 12 
है और B के पास 8 है, तो C के पास 3 होगा। चूाँकक C के पास 3 है तो C में कुछ भी जोड़ा जाने 
पर कम-से-कम 1 A को प्रदान होगा, जो हम नहीीं चाहत ेहैं। तो, हम इस सम्भािना को भी नकार देत े
हैं। 

केस-3 : क्या A 8 से िुरुआत कर सकता है?  यदद ऐसा है तो B के पास इन रूपों में से कोई एक 
सींख्या होगी : 16x + 2, 16x + 6, 16x + 10, 16x + 14। C के पास इन रूपों में से कोई एक 
सींख्या होगी : 4c + 1, 4c, 4c + 3, 4c + 2 (तामलका-5 देखें)। इन बबन्दओुीं को ध्यान में रखत े
हुए, B के पास 2, 6, 10 या 14 हो सकत ेहैं। इस िजह से C के पास विकल्प के रूप में (23 - A 
की रामि - B की रामि) 13, 9, 5 या 1 (क्रमि:) बचता है। 

• यदद B के पास 2 है, तो A से 2 का दहस्सा ममलने के पचचात B को A को ¼ दहस्सा और 
C को ¼ दहस्सा प्रदान करना होगा, चूाँकक C के पास 13 होना चादहए (23 – A की रामि 
– B की रामि)। दसूरे आदान-प्रदान के बाद C के पास 16 होंग ेलेककन उसके पास केिल 
12 होना चादहए क्योंकक अन्त में उसके पास 6 बचा है। तो, यह कारगर नहीीं है। 

• यदद B के पास 6 है, तो C के पास 9 होगा और दसूरे आदान-प्रदान के बाद C के पास 
12 की बजाय 13 िेष रह जाएगा। 

• यदद B के पास 10 है, तो C के पास 5 होगा और दसूरे आदान-प्रदान के बाद C के पास 
12 की बजाय 10 िेष रह जाएगा। 

• हमें यह भी जााँचने की आिचयकता नहीीं है कक B के पास 14 है या नहीीं क्योंकक पहल ेके 
मामल ेको देखने के बाद हम ननजचचींत हैं कक C के पास 10 से कम िेष रहेगा। 

हम इस ननष्कषय पर पहुाँचते हैं कक A के पास 8 नहीीं हो सकता। इसमलए A के पास 4 है। 
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केस-4 : A के पास 4 है। तामलका-5 के अनुसार, B के पास 3, 7, 11 या 15 होंगे और इसी अनुसार 
C के पास चार अलग-अलग मान होंगे। चार मामलों पर विचार करके, हम तीन को हटा देंग ेऔर 
केिल एक मामला िेष रह जाएगा जो 4, 11 और 8 की प्रारजम्भक रामि है। 

सामान्य रूप का उपयोग करके, हम पहेमलयााँ बना सकते हैं, जहााँ तीन आदान-प्रदान के बाद अजन्तम 
पररणाम ददया गया है और ककसी को आरजम्भक रामियों को ज्ञात करना है जो तीन लोगों के पास थी। 
पहेली को सुलझाने के मलए अन्य रणनीनतयााँ हो सकती हैं जो पाठक अपने आप खोज सकते हैं। 

चिन्तन करने हेतु कुछ त्रबन्द ु 

ननष्कषय के पहल,े यहााँ कुछ बबन्दओुीं पर विचार करने की जरूरत है :  

1. तामलका-4 में प्रारजम्भक कुछ पींजक्तयााँ दिायती हैं कक जब हम 4x, 3x और 2x  के रूप की तीन 
सींख्याओीं पर विचार करत ेहैं तो खेल पुनरािनृत जैसा हो जाएगा। तो, (4, 3, 2) को एक आिती 
भिन्नात्मक त्रिक कहा जाए। 

2. तीन आदान-प्रदान के बाद (4x, 7x, 13x) रूप के बत्रक का पररणाम (8x, 8x, 8x) के रूप में 
हामसल होता है। चमलए, (4, 7, 13) को एक समान भिन्नात्मक त्रिक (Uniform Fractional 
Triplet) कहा जाए। क्या (4x, 7x, 13x) रूप का एक बत्रक समान भिन्नात्मक त्रिक नहीीं है? यदि 
हाँ, तो ककतने हो सकते हैं? अगर नहीीं, तो क्यों नहीीं हो सकते? 

3. तीन आदान-प्रदान के बाद (8x, 10x, 11x) रूप के बत्रक का पररणाम (11x, 10x, 8x) के रूप में 
हामसल होता है। चमलए, (8, 10, 11) एक को एक विपरीत भिन्नात्मक त्रिक (Reverse Fractional 
Triplet) कहा जाए। क्या एक विपरीत भिन्नात्मक त्रिक (8x, 10x, 11x) के रूप का नहीीं हो सकता 
है? यदद हााँ, तो ककतने हो सकते हैं? अगर नहीीं, तो क्यों नहीीं हो सकते? 

4. तीन आदान-प्रदान के बाद बत्रक (4, 15, 3) का पररणाम (8, 10, 4) के रूप में हामसल होता है। 
पर यह, यहीीं नहीीं रुकता। हम इस ेआग ेजारी रख सकते हैं और पााँच आदान-प्रदान के बाद (7, 6, 
9) तक पहुाँच सकते हैं। क्या कोई ऐसा बत्रक होगा जजसके मलए पााँच से अधधक आदान-प्रदान ककए 
जा सकते हैं? यदद ऐसा है तो आदान-प्रदान की अधधकतम सींख्या क्या है जो ककसी प्रस्तुत बत्रक 
के साथ की जा सकती है? ऐसे ककतने बत्रक हो सकते हैं? क्या हम इस ेककसी उपपवत्त (प्रमाण) के 
साथ साबबत कर सकते हैं? 

5. बत्रक के बजाय, आइए हम एक क्िाडरप्लट (चार िस्तुओीं का समुच्चय) (6, 5, 4, 3) पर विचार 
करें जहााँ चार व्यजक्त खेल खेलत ेहैं और तीन के बजाय चार आदान-प्रदानों की आिचयकता होती 
है। चार पुनरािवृत्तयों के बाद, (6, 5, 4, 3) का पररणाम (6, 5, 4, 3) प्राप्त होता है, यानी, िही 
क्िाडरप्लेट। तो, यह एक आिती भिन्नात्मक क्िाडरप्िट (Repeating Fractional Quadruplet) 
है। इसी प्रकार (8, 7, 6, 5, 4) एक आिती भिन्नात्मक क्िीनटप्िट (Repeating Fractional 
Quintuplet) है। क्या हम ऐसे और उदाहरण ढूाँढ़ सकत ेहैं? 

6. क्या हम भिन्नात्मक क्िाडरप्िट (Fractional Quadruplet) और भिन्नात्मक क्िीनटप्िट 
(Fractional Quintuplet) का सामान्य रूप ज्ञात कर सकते हैं?  

7. क्या हम समान (Uniform), आितृत (Repeating), विपरीत (Reverse) बत्रक के अलािा नए 
प्रकार के बत्रक ज्ञात कर सकत ेहैं?  
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क्या हम पहेली#1 को हल कर सकते हैं, जब अजन्तम सींख्याएाँ (या तीनों के पास जो बचा है उसका 
कुल योग) मालूम नहीीं है? आप क्या सोचत ेहैं? 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------  
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