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कक्षा स े

पूर्ाांकों के साथ योग और गुर्ि के गुर्धमों की पड़ताल  
स्वात़ी सरकार 

विभिन्न संख्या समुच्चयों के साथ योग और गुणन के गुणधमों की पड़ताल की इस श ंखला का 
यह तीसरा लेख है। (i) पणूण संख्याओ ंऔर (ii) ऋणते्तर पररमेय संख्याओ1ं (Non-negative rational 
numbers) के समुच्चयों पर विचार करने के बाद इस लेख में हम पूणाांकों पर चचाण करेंगे। इस 
श खंला, इसकी आिश्यकता और इससे हमारी जो आकांक्षाएँ हैं उन पर चचन्तन करन ेका यह एक 
अच्छा समय है। 

हम यह श ंखला क्यों कर रहे हैं? 
इस श खंला का मूल विचार एट राइट एंगल्स के माचण 2013 के अंक में ‘गुणन’ पर प्रकाभशत 
पुलआउट से आया था। उस पुलआउट में पद्मवप्रया भशराली ने बताया था कक गुणन के क्रमविननमेय, 
साहचयण और वितरण गुणधमों को पूणण संख्याओं के समुच्चय के भलएदृश्य रूप स े(visually) कैस े
भसद्ध ककया जा सकता है। 
 
इन्हें सही भसद्ध करने की ज़्यादा लोकवप्रय विचध में ककन्हीं िी दो (या तीन) पणूण संख्याओं को 
लेते हैं और जजस संख्या तथ्य (number fact) को हम भसद्ध करना चाहते हैं (जैसे कक 3 ×  7 =

 7 ×  3, (5 ×  4)  ×  9 =  5 × (4 ×  9) आदद) उसके बाएँ पक्ष (LHS) और दाएँ पक्ष (RHS) 
दोनों की गणना करते हैं और जाँचते हैं कक ि ेबराबर हैं। यह आगमन विचध (inductive process) 
है। 

 

 

1 ऋणेत्तर पररमेय संख्याओं के समुच्चय में भिन्न और पूणण संख्याएँ शाभमल हैं। आगे से हम इस 

समुच्चय को भिन्न कहेंगे। 
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पद्मवप्रया की विचध को दो या तीन पूणण संख्याओं के ककसी िी संयोजन के भलए सामान्यीक त 
ककया जा सकता है, किर िले ही िे संख्याएँ ककतनी िी बड़ी क्यों न हों। यदद हम इस बात से 
सहमत हैं कक ककसी िी पूणण संख्या को उतने ही काउंटरों द्िारा दशाणया जा सकता है, तो उनकी 
विचधयाँ पूणण संख्याओं के ककसी िी संयोजन के भलए काम करेंगी। बड़ी संख्याओं के भलए काउंटरों 
की व्यिस्था करना मुजश्कल या असम्िि हो सकता है, लेककन ननजश्चत रूप से इसकी कल्पना की 
जा सकती है। उनकी विचधयाँ आपको जस्थनत-दर-जस्थनत के आधार पर गणना करने यानी कक 
आगमन विचध से मुक्त करती हैं और ननगमननक (deductive) विचध के भलए प्रेररत करती हैं। 
सामान्यीकरण करने की योग्यता इन दृश्य पद्धनतयों के ननगमननक पहल ूके केन्र में है। 

तो, हम पूणण संख्याओं के साथ योग के क्रमविननमेय और साहचयण गुणधमों को भसद्ध करने के 
भलए इस पद्धनत की पड़ताल करना चाहत ेथे। इसके अलािा, हम अन्य संख्या समुच्चयों अथाणत 
(i) भिन्न संख्याओं (पूणण संख्याओं सदहत) यानी ऋणेत्तर पररमेय संख्याओ,ं (ii) पूणाांकों, (iii) 
पररमेय संख्याओं और (iv) िास्तविक संख्याओं— संक्षेप में कहें तो, िे सिी संख्याएँ जजनसे 
माध्यभमक स्तर तक के बच्च ेरूबरू होते हैं —के साथ योग एिं गुणन के भलए इन गुणधमों की 
पड़ताल करना चाहते थे। इनमें से कुछ संख्या समुच्चयों के साथ हमें कुछ मुद्दों का सामना करना 
पड़ा। श ंखला के अन्त में हम उन पर चचाण करेंग।े साथ ही कुछ जस्थनतयों के भलए हम ‘लगिग 
प्रमाण’ प्रस्तुत करने की जस्थनत में थे— ‘लगिग प्रमाण’ इस अथण में कक ताककण क ननगमननक चरणों 
की एक श ंखला के माध्यम से हम कुछ भसद्ध पररणामों से उस पररणाम तक गए जजसे हम भसद्ध 
करना चाहते थे। ‘लगिग’ शब्द यहाँ कुछ पररणामों को भसद्ध करने में उपयोग की गई दृश्य 
पद्धनत या पैटनण पद्धनत को इंचगत करता है। शेष जस्थनतयों में हम पद्मवप्रया की पद्धनतयों के 
समान ही पूणणत: दृश्य पद्धनतयों के साथ आगे बढ़ सकते हैं।  

यह ध्यान रखना महत्त्िपूणण है कक विभशष्ट जस्थनतयों का विजुअलाइजेशन उन दृश्यों से भिन्न होता 
है जजन्हें विचाराधीन सामान्य जस्थनतयों तक बढ़ाया जा सकता है। बाद िाला मूलत: शब्दरदहत 
प्रमाण (Proof Without Words - PWW) है। हालाकँक, कई लोग PWW को ननगमननक प्रमाण 
स ेअलग मानते हैं। 

हमिे अब तक क्या ककया है? 
हमने अब तक जुलाई 2018 और माचण 2019 में क्रमश: एक लेख और एक पोस्टर में ननम्नभलखखत 
विषय प्रकाभशत ककए हैं : 
क. पहले विजुअलाइजेशन और किर एक गनतविचध के माध्यम से पूणण संख्याओं के भलए योग के 

क्रमविननमये और साहचयण गुणधमण यह दोनों ही पूणण संख्याओं के ककसी िी संयोजन के भलए 
सामान्यीक त ककए जा सकते हैं।  
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ख. भिन्नों के साथ योग और गुणन के सिी पाचँ गुणधमण—भिन्नों (और पूणण संख्याओ)ं के ककसी 
िी संयोजन के भलए इन सिी गुणधमों का सामान्यीकरण करने के साथ-साथ इन्हें दृश्य रूप 
से प्रदभशणत ककया गया था। 

हम यहााँ स ेकहााँ जाएाँगे? 
हम इस श ंखला को ननम्नभलखखत तीन विषयों पर लेख देकर पूरा करना चाहते हैं : 
i. पूणाांकों के साथ इन दोनों संकक्रयाओं (यानी, योग और गुणन) के सिी पाँच गुणधमण— इसमें 

हमने योग के क्रमविननमेय एिं साहचयण गुणधमण और गुणन के वितरण गणुधमण के भलए रंगीन 
काउंटरों (एट राइट एंगल्स के निम्बर 2016 के अंक में पूणाांकों पर आधाररत पुलआउट में 
इनका उल्लेख ककया गया है और बड़े पैमान ेपर इनका इस्तेमाल िी ककया गया है) का 
उपयोग ककया है। पैटनों (वििरण बाद में) के माध्यम से भसद्ध तीन गुणन तथ्यों के आधार 
पर हम गुणन के शेष दो गुणधमों के भलए ननगमननक तकण  दे पाए हैं।  

ii. संख्या रेखाओ ंका उपयोग करके स्केभलगं पर आधाररत गुणन का एक िैकजल्पक दृश्य मॉडल। 
असतत (non-discrete) और ऋणात्मक संख्याओं यानी कक पररमेय संख्याओं और िास्तविक 
संख्याओं के भलए समान गुणन तथ्यों को भसद्ध करने के भलए यह आिश्यक है। 

iii. पररमेय संख्याओं और िास्तविक संख्याओं के साथ इन दो संकक्रयाओं के सिी पाचँ गुणधमण। 
इसमें काउंटरों के माध्यम से रंगीन लम्बाई और रंगीन क्षेत्रिल का सामान्यीकरण शाभमल 
होगा। रंगीन आयतन की आिश्यकता नहीं होगी, क्योंकक पूणाांकों की ही तरह इनके भलए िी 
ननगमननक तकण  से काम चल जाएगा।  

अब हम पूणाांकों के समुच्चय के बारे में विचार करते हैं। इस समुच्चय में ऋणेत्तरता (non-
negativity) का लाि नही ंहै। लेककन यह एक असतत समुच्चय (discrete set) है। 

आमतौर पर पूणाांकों से बच्चों का पररचय उच्च प्राथभमक कक्षाओं में होता है, जब िे पैटनण और 
ताककण क तकों (logical arguments) को समझने में अचधक सक्षम होते हैं। हालाँकक िले ही 
क्रमविननमेयता, साहचयण और वितरण शब्दों से उनका सामना हो सकता है, लेककन आमतौर पर 
जस्थनत-दर-जस्थनत गणना करने के अलािा इन्हें ककसी िी और तरह से नहीं समझाया जाता है। 
अचधकांश पाठ्यपुस्तकों में पूणाांकों के भलए गुणन की क्रमविननमेयता को, आसानी-से मान भलया 
जाता है, खासतौर पर धनात्मक गुखणत ऋणात्मक और ऋणात्मक गुखणत धनात्मक रूप को 
पररिावषत करते समय। हमें लगता है कक गुणे की पररिाषा को अलग ककया जाना चादहए और 
इसे गुणधमों से पहले बताया जाना चादहए। 
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चित्र-1   

पूणाांक पर आधाररत पुलआउट का अनुसरण करते हुए हमने हरे और लाल रंग के काउंटरों का 
उपयोग क्रमश: धनात्मक और ऋणात्मक इकाइयों के रूप में ककया है। इस जस्थनत में, गोल काउंटरों 
की बजाय िगाणकार काउंटरों का उपयोग करना बेहतर है। िगाणकार काउंटर के फायदे हम बाद में 
बताएँगे। तो, छह को छह हरे काउंटरों, ऋणात्मक चार (-4) को चार लाल काउंटरों और शून्य को 
काउंटरों की अनुपजस्थनत या बराबर संख्या में लाल और हरे रंग के काउंटर द्िारा दशाणया जाता है 
(चित्र-1)। 

यहा ँयोग के भलए िैसा ही मॉडल तैयार ककया गया है, जैसा कक पणूण संख्याओं की जस्थनत में ककया 
गया था। प्रत्येक पूणाांक को उपयुक्त रंग के उतन ेही काउंटरों द्िारा दशाणया जाता है। काउंटरों के 
इन समूहों को ददए गए योग व्यंजक के अनुसार बाएँ से दाए ँव्यिजस्थत ककया जाता है। सिी 
काउंटरों का संयुक्त समूह योगिल को दशाणता है। इसमें शून्य जोड़ों (zero pairs) को हटाने का 
एक अनतररक्त चरण िी है। हालाँकक, यह चरण हमारे उद्देश्य के भलए महत्त्िपूणण नहीं है। 

 

योग का क्रमववनिमेय गुर्धमि  
क्रमविननमये गुणधमण के पीछे मूल विचार  ककसी योगिल को दो अनुकूल प्रेक्षण स्थानों (vantage 
points) से देखना है, जैसा कक पूणण संख्याओं और भिन्नों के मामले में होता है।  
जब पूणाांकों की बात आती है, तो चार सम्िािनाएँ बनती हैं : 

1. धनात्मक + धनात्मक  
2. धनात्मक + ऋणात्मक (और  ∴ ऋणात्मक +  धनात्मक) 

a. योगिल >  0 
b. योगिल <  0 

3. ऋणात्मक +  ऋणात्मक  
जस्थनत 1 पूणण संख्याओं के समान है। जस्थनत 2b के भलए हमने चचत्र-2 और 3 में एक उदाहरण 
ददखाया है। पाठक समान तरीके से 2a और 3 की पड़ताल कर सकते हैं (और करना चादहए)।  
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चित्र-2 : (‒10 + 6)  

 

 

 

 
चित्र-3 : 6 + (‒10)  

 

चचत्र 2, B के पररप्रेक्ष्य से है और यह (−10) +  6 को दशाणता है; जबकक चचत्र-3, उसी योगिल 
को A के पररप्रेक्ष्य से ददखाता है और यह 6 +  (−10) है। चँूकक केिल पररप्रेक्ष्य में पररितणन होता 
है, इसभलए योगिल अपररिनतणत रहता है; यानी (‒ 10)  +  6 =  6 +  (‒ 10)। ध्यान दें कक यह 
बात ककन्ही ंिी दो पूणाांकों पर लागू होती है और इससे कोई फकण  नहीं पड़ता कक िे शून्य से 
ककतनी दरू हैं, यानी कक उन्हें दशाणने के भलए ककतने काउंटरों की आिश्यकता हो सकती है। 

 

 
चित्र-4 

 

योग का साहियि नियम 
इसके भलए मूल विचार यह है कक अगर हमें 𝑥 +  𝑦 +  𝑧 जोड़ना है, तो इससे कोई फकण  नही ं
पड़ता कक हम x और y को पहले जोड़ते हैं या y और z को। यह िैसा ही है, जैसा कक पूणण 
संख्याओं की जस्थनत में होता है। 
 
इसे एक गनतविचध के रूप में सबसे अच्छी तरह ककया जा सकता है। कोई िी तीन पूणाांक चुनें, 
उदाहरण के भलए 7, −4 और − 10। उन्हें उपयुक्त काउंटरों के समूह के रूप में प्रस्तुत करें, यानी 
कक 7 हरे काउंटरों का पहला समूह, 4 लाल काउंटरों का दसूरा समूह आदद (चित्र-4)। अब 7 +
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 (‒ 4)  +  (−10) का योगिल तीनों समूहों को एक साथ भमलाने पर प्राप्त होगा। यदद प्रत्येक 
चरण में केिल दो समूहों को भमलाया जा सकता है, तो चरण 1 में पहले और दसूरे समूह  को 
भमलाया जा सकता है। इसका मतलब है कक 7 +  (−4) को जोड़ा जा सकता है। चरण 2 में तीसरे 
समूह को इसमें भमलाया जा सकता है, यानी कक−10 को 7 + (−4) के योगिल में जोड़ना यानी  
[7 + (−4)]  +  (−10)। िहीं दसूरी ओर, चरण 1 में आप दसूरे और तीसरे समूह को भमला सकत े
हैं यानी कक (−4) +  (−10) करना और चरण 2 में पहले समूह को इसमें भमलाना, यानी कक 7 
को जोड़ना। दोनों ही जस्थनतयों में तीनों समूहों को भमलाकर एक ककया जाता है, जजसमें न तो 
कोई अनतररक्त काउंटर भमलाया जाता है, न ही ककसी काउंटर को हटाया जाता है। अत: दोनों 
जस्थनतयों में योगिल बराबर होना चादहए, यानी कक [7 +  (−4)]  +  (−10)  =  7 + [(−4) +

 (−10)]। शून्य जोड़ों यानी हरे-लाल काउंटरों के जोड़ों को तीनों समूहों को भमलाने के बाद हटाया 
जा सकता है। 

ध्यान दें कक इन तीन पूणाांकों को स्िेच्छया (arbitary) स ेचुना गया था और इन् हें ककन्हीं िी तीन 
पूणाांकों तक बढ़ाया जा सकता है (कम-से-कम एक िैचाररक प्रयोग के तौर पर), किर चाहे िे शून्य 
स ेककतनी िी दरूी पर क्यों न हों। 

इस प्रकार 14 सम्िािनाएँ बनती हैं : 

1. सभ़ी 3 धिात्मक 
2. 2 धिात्मक और 1 ऋर्ात्मक 

a. धनात्मक +  धनात्मक +  ऋणात्मक 
b. धनात्मक +  ऋणात्मक +  धनात्मक 
c. ऋणात्मक +  धनात्मक +  धनात्मक 

3. 1 धिात्मक और 2 ऋर्ात्मक 
a. धनात्मक +  ऋणात्मक +  ऋणात्मक 
b. ऋणात्मक +  धनात्मक +  ऋणात्मक 
c. ऋणात्मक +  ऋणात्मक +  धनात्मक 

4. सभ़ी 3 ऋर्ात्मक 

ऊपर ददखाया गया चचत्र जस्थनत 3a का एक उदाहरण है, जहा ँयोगिल < 0 है। शेष जस्थनतयाँ हम 
पाठक द्िारा पड़ताल करने  के भलए छोड़ रहे हैं। 

पूणाांकों के भलए गुरे् को पररिावषत करना थोड़ा मुजश्कल है क्योंकक कोई िी मॉडल इसके भलए 
पूरी तरह से काम नहीं करता है। ऋणात्मक संख्याओ ंऔर गुणे स ेजुड़ी तीन जस्थनतयाँ हैं— (a)  
ऋणात्मक ×  धनात्मक, (b) धनात्मक ×  ऋणात्मक और (c) ऋणात्मक ×  ऋणात्मक। 
एनसीईआरटी पाठ्यपुस्तक ने पहाड़ों को विस्तार देकर पूणाांकों के भलए एक अच्छा काम ककया है। 

2 ि 3 की प्रत्येक 
जस्थनत में दो 
सम्िािनाएँ हैं 

i. योगिल > 0  

ii. योगिल < 0  
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कक्षा 7 की पाठ्यपुस्तक के पूणाांक अध्याय में उपरोक्त तीन जस्थनतयों को अलग-अलग और 
क्रमविननमयेता को माने बबना ददया गया है। जबकक कई अन्य पाठ्यपुस्तकें  क्रमविननमयेता को 
मानते हुए (a) और (b) को एक समान बताती हैं। हम पहले उपरोक्त प्रकार के गुणनिलों में से 
प्रत्येक को पररिावषत करने या समझने का प्रयास करते हैं और किर इन गुणधमों को जाँच करते 
हैं।  

आइए हम ननम्नभलखखत मुख्य तथ्यों को एक-एक करके भसद्ध करें (माना कक m और n  कोई 
दो पूणण संख्याएँ हैं) : 

a. ऋणात्मक ×  धनात्मक =  ऋणात्मक 

इसे बारम्बार योग (repeated addition) की धारणा का उपयोग करके ककया जाता है, यानी कक 
(−4) ×  3 =  (−4) +  (−4) +  (−4)  =  −12। अब काउंटर (जो कक इस जस्थनत में ऋणात्मक 
होंगे) का उपयोग करके बारम्बार योग के भलए मॉडल तैयार ककया जा सकता है। यह तकण  ददया 
जा सकता है कक यह धनात्मक ×  धनात्मक जस्थनत के समान ही है यानी काउंटरों के रंग को छोड़ 
दें तो यह 4 ×  3  जैसा ही है। या दसूरे शब्दों में, रंग को अनदेखा करें तो यह िी 4 ×  3  
काउंटरों का समान क्रमविन्यास (array) उत्पन्न करता है। बस इस क्रमविन्यास में 4 ×  3 
ऋणात्मक काउंटर हैं और इसभलए यह क्रमविन्यास पूणाांक − (4 ×  3) को दशाणता है। इसभलए 
(−4) ×  3 =  − (4 ×  3)। ध्यान दें कक 4 और 3 को ककन्हीं िी पूणण सखं्याओं से बदला जा 
सकता है और सिी जस्थनतयों में यही तकण  लागू होगा। इस प्रकार हमने एक सामान्य जस्थनत को 
भसद्ध ककया है, जो है (−𝑚) ×  𝑛 =  − (𝑚 ×  𝑛)… (समीकरण 1)। 

  

b. धनात्मक ×  ऋणात्मक =  ऋणात्मक 
इस जस्थनत की पड़ताल करने के भलए पहले m के पहाड़े को 𝑛 =  1 से 𝑛 =  0  की तरफ 
विस्ताररत ककया जाता है और किर पहाड़े में ददख रहे पैटनण को बनाए रखते हुए इसे 𝑛 < 0  के 
भलए आगे बढ़ाया जाता है। जैस-ेजैस ेहम m के पहाड़े को n = 4, 3, 2 आदद से आगे बढ़ाते हैं, 
हम देखते हैं कक प्रत्येक चरण में गुणनिल में से m घट रहा है। इस प्रकार या अन्य प्रकार से 
िी हमें 𝑚 ×  0 =  0  भमलता है। इसभलए अगला चरण 𝑚 ×  (−1)  =  0 −  𝑚 =  −𝑚 होगा। 
इस पद्धनत को संख्या रेखा पर जस्कप काउंदटगं के साथ जोड़कर देखा जा सकता है ताकक यह 
समझ आ सके कक 𝑚 × (−𝑛) असल में m लम्बाई को n बार जस्कप करना है, जजसमें से प्रत्येक 
जस्कप शून्य से शुरू होकर बाईं ओर या ऋणात्मक पक्ष में होता है। यह –m का n बार बारम्बार 
योग है, यानी कक (−𝑚)  ×  𝑛 । अत: 𝑚 × (−𝑛)  =  (−𝑚)  ×  𝑛 और इसभलए 𝑚 ×  (−𝑛)  =

 − (𝑚 ×  𝑛)… (समीकरण 2)। ध्यान दें कक यह क्रमविननमयेता नहीं है। 
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c. ऋणात्मक ×  ऋणात्मक =  धनात्मक 
यह वपछली दोनों जस्थनतयों को जोड़ता है। इसकी शुरुआत (-m) के भलए एक पहाड़ा बनाने से होती 
है। किर इस पहाड़े को 𝑛 < 0 की ओर विस्ताररत ककया जाता है। इस जस्थनत में हम जैस-ेजैस ेn 
= 3, 2, 1 आदद से आगे बढ़ते जाते हैं, गुणनिल −3m, −2m, −m होता जाता है। इस प्रकार, 
प्रत्येक चरण में गुणनिल में m जुड़ता जाता है। तो, (−𝑚) ×  0 =  0 होगा। इसे संख्या रेखा 
पर जस्कप काउदटगं के साथ जोड़ने पर (−𝑚) × (−1) =  0 +  𝑚 =  𝑚 होता है। और 
सामान्यत: (−𝑚) × (−𝑛) शून्य से दाईं ओर या धनात्मक पक्ष की तरफ m चरणों का n बार 
जस्कप है जो 𝑚 ×  𝑛 के समान ही है। इसभलए (−𝑚) × (−𝑛)  =  𝑚 ×  𝑛… (समीकरण 3) 
हालाँकक, पररमेय संख्याओं के भलए इस तरह की समझ बनाने िाला ऐसा कोई मॉडल उपलब्ध नहीं 
है— उदाहरण के भलए (−3/5)  ×  (−7/4) को कैसे पररिावषत ककया जाना चादहए? ऐस ेउदाहरणों 
की समझ बनाने के भलए प्राथभमक स्तर पर बच्चों के भलए िास्तविक जीिन से जुड़ता हुआ कोई 
उपयुक्त उदाहरण नही ं भमलता है। इसभलए हम संख्या रेखाओं का उपयोग करके स्केभलगं पर 
आधाररत गुणन के दृश्य मॉडल को अगले लेख में देकर इस ररक्तता को िरना चाहते हैं। 

अब हम गुर्ि के गुर्धमों पर आते हैं। यहाँ हम पद्धनत पर कम ध्यान देंगे क्योंकक हम कुछ 
महत्त्िपूणण पररणाम भसद्ध कर चुके हैं। ये िी बच्चों को यह ददखाने का एक सरल तरीका है कक 
गखणतीय प्रमाण कैसे ददए ककए जाते हैं, यानी कक कुछ नया ननगभमत करने के भलए भसद्ध 
पररणामों को चरणबद्ध तरीके से कैसे उपयोग ककया जा सकता है। आइए हम इन तीन पररणामों 
को किर से देखते हैं :  

ककन्हीं िी दो प्राक त संख्याओं n और m के भलए 

1) 𝑚 × (−𝑛)  =  − (𝑚 ×  𝑛) 
2) (−𝑚) ×  𝑛 =  − (𝑚 ×  𝑛) 
3) (−𝑚) × (−𝑛)  =  𝑚 ×  𝑛 

 

गुर्ि का क्रमववनिमेय गुर्धमि 
इसे उपरोक्त तीन पररणामों का उपयोग करके पूणण संख्याओं के भलए आयताकार क्रमविन्यास के 
साथ इस्तेमाल की जाने िाली पद्धनत के विस्तार के रूप में देखा जा सकता है। यह प्रमाण उच्च 
प्राथभमक स्तर के भलए पयाणप्त सरल हैं और यह जानने में बच्चों की मदद कर सकते हैं कक 
गखणत ताककण क रूप से कैसे विकभसत होता है। 
योग के क्रमविननमयेता की ही तरह इसके भलए िी तीन सम्िािनाएँ हो सकती हैं। 

हम पहले ही भसद्ध कर चुके हैं 
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𝑚 ×  𝑛 =  𝑛 ×  𝑚  .... (समीकरण 4) 
यानी कक धनात्मक ×  धनात्मक की जस्थनत, जो गुणन पर आधाररत पुलआउट में दी गई 
प्राक तसंख्याओं की जस्थनत के समान है। 

तो अब हम शेष जस्थनतयों को प्रदभशणत करना चाहते हैं : धनात्मक-ऋणात्मक अथाणत 𝑚 × (−𝑛)  =

 (−𝑛)  ×  𝑚 और ऋणात्मक-ऋणात्मक अथाणत (−𝑚) ×  −𝑛)  =  (−𝑛) × (−𝑚) ककन्हीं िी प्राक त 
संख्याओं m और n के भलए। 

शून्य से जुड़ ेमामलों की क्रमविननमयेता का विशेष महत्त्ि नहीं है। 

    𝑚 × (−𝑛) =  −(𝑚 ×  𝑛)   समीकरण (1) स े  

  =  −(𝑛  ×  𝑚)  समीकरण (4) स े

  =  (−𝑛) ×  𝑚   समीकरण (2) स े

(−𝑚) ×  (−𝑛) =  𝑚 ×  𝑛   समीकरण (3) स े

  =  𝑛 × 𝑚  समीकरण (4) स े

  =  (−𝑛) × (−𝑚) समीकरण (3) स े

गुर्ि का साहियि गुर्धमि 
योग के साहचयण गुणधमण की तरह ही इसकी िी 8 सम्िािनाएँ हैं :  

1. 𝑚 ×  𝑛 × 𝑝 
2. 𝑚 ×  𝑛 × (−𝑝) 
3. 𝑚 × (−𝑛) ×  𝑝 
4. (−𝑚) ×  𝑛 ×  𝑝 
5. 𝑚 × (−𝑛) × (−𝑝) 
6. (−𝑚) ×  𝑛 × (−𝑝) 
7. (−𝑚) × (−𝑛)  ×  𝑝 
8. (−𝑚) × (−𝑛)  ×  (−𝑝) 

ध्यान दें कक यहाँ दी गई जस्थनत 1 पूणण संख्याओं की जस्थनत है जजसे गुणन पर आधाररत पुलआउट 
में भसद्ध ककया गया था, यानी कक हमारे पास (𝑚 ×  𝑛)  ×  𝑝 =  𝑚 × (𝑛 ×  𝑝) …(समीकरण 5) 
पहले स ेहै। 

हमने यहाँ जस्थनत 3, 5 और 8 को दशाणया है और बाकी की जस्थनतयों को पाठक द्िारा करके 
देखने के भलए छोड़ा है। 

3. [𝑚 ×  (−𝑛)]  ×  𝑝 =  −(𝑚 ×  𝑛)  ×  𝑝   समीकरण (1) स े

   =  −[(𝑚 ×  𝑛)  ×  𝑝]   समीकरण (2) स े
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   =  −[𝑚 ×  (𝑛 ×  𝑝)]   समीकरण (5) स े

   =  𝑚 ×  [−(𝑛 ×  𝑝)]   समीकरण (1) स े

   =  𝑚 ×  [(−𝑛)  ×  𝑝]   समीकरण (2) स े

 जस्थनत 2 और 4 को िी इसी तरह दशाणया जा सकता है। 

5. [𝑚 ×  (−𝑛)]  ×  (−𝑝)  =  −(𝑚 ×  𝑛)  ×  (−𝑝) समीकरण (1) स े

   =  (𝑚 ×  𝑛)  ×  𝑝   समीकरण (3) स े

   =  𝑚 ×  (𝑛 ×  𝑝)   समीकरण (5) स े

   =  𝑚 ×  [(−𝑛)  ×  (−𝑝)] समीकरण (3) स े

 जस्थनत 6 और 7 को िी इसी तरह दशाणया जा सकता है। 

8. [(−𝑚)  ×  (−𝑛)]  × (−𝑝)  =  (𝑚 ×  𝑛)  ×  (−𝑝)   समीकरण (3) स े

    =  −[(𝑚 ×  𝑛)  ×  𝑝]    समीकरण (1) स े

    =  −[𝑚 ×  (𝑛 ×  𝑝)]    समीकरण (5) स े

    =  (−𝑚)  ×  (𝑛 ×  𝑝)   समीकरण (2) स े

    =  (−𝑚)  ×  [(−𝑛)  × (−𝑝)]  समीकरण (3) स े  

गुर्ि का ववतरर् गुर्धमि 
उपरोक्त दोनों से अलग वितरण के गुणधमण में योग और गुणन दोनों शाभमल हैं। इसभलए हम 
इसका कोई प्रमाण नहीं दे सकते हैं, लेककन यहाँ क्रमविन्यास स ेकाम बन जाएगा। यहाँ क्रमविन्यास 
बनाने के भलए समीकरण (1)-(3) का उपयोग ककया जाएगा या किर ददए गए पूणाांकों के गुणनिल 
का उपयोग ककया जाएगा। 
इसकी 8 सम्िािनाएँ हो सकती हैं : 

1. धनात्मक ×  योगिल 

a. धनात्मक × (धनात्मक +  धनात्मक) 

b. धनात्मक × (धनात्मक +  ऋणात्मक) 

i. योगिल > 0 

ii. योगिल < 0 

c. धनात्मक ×  (ऋणात्मक +  ऋणात्मक) 

2. ऋणात्मक × योगिल 

a. ऋणात्मक ×  (धनात्मक +  धनात्मक) 

b. ऋणात्मक ×  (धनात्मक +  ऋणात्मक) 
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i. योगिल > 0 

ii. योगिल < 0 

c. ऋणात्मक × (ऋणात्मक +  ऋणात्मक) 

ध्यान दें कक जस्थनत 1a गुणन पर आधाररत पुलआउट में दशाणई गई पूणण संख्या की जस्थनत के 
समान है। इसके अलािा, योग की क्रमविननमेयता (जजसे हम पहले ही भसद्ध कर चुके हैं) से 
 ऋणात्मक +  धनात्मक =  धनात्मक +  ऋणात्मक होता है।  

हमने यहाँ जस्थनत 1b(ii) और 2a को दशाणया है। शेष जस्थनतयों को करके देखने के भलए हम 
पाठक को प्रोत्सादहत करते हैं। 

 

बॉडणर के काउंटर 
गुणनखण्डों को 
दशाणते हैं। इनसे 
अलग करने के 
भलए गुणनिल 
को दशाणने िाले 
क्रमविन्यास के 
काउंटर हल्के रंग 
से ददखाए गए 
हैं।  
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चँूकक अजन्तम क्रमविन्यास दोनों में समान हैं, 4 × 2 +  4 × (−5) = 4 ×  [2 +  (− 5)] । ध्यान दें 
कक 4 ×  (−5) में क्रमविन्यास के भलए रंग का उपयोग समीकरण (2) पर आधाररत है। 

2a के उदाहरण में क्रमविन्यासों के रंग को ननधाणररत करने के भलए समीकरण (1) का उपयोग 
ककया गया है। 

चचत्र 5 की तीसरी तस्िीर को पहली और दसूरी तस्िीर यानी कक (−4) × [2 +  5]  =

 (−4) ×  2 + (−4) ×  5 के योगिल के रूप में आसानी से देखा जा सकता है।  

ध्यान दें कक वपछले उदाहरणों की तरह यहाँ िी चुने गए पूणाांकों की शून्य स ेदरूी स्िेच्छया से 
तय की जा सकती है। इसभलए यह प्रकक्रया ककन्हीं िी तीन पूणाांकों के भलए मान्य होगी। विशेष 
रूप स,े यदद पहला पूणाांक शून्य है तो सिी गणुनिल शून्य होते हैं और यह सिणसभमका बबना 
प्रयास के सही हो जाती है। इसी तरह, यदद दसूरा या तीसरा पूणाांक शून्य है तो एक गुणनिल 
शून्य हो जाता है; यानी कक एक क्रमविन्यास गायब हो जाता है और सिणसभमका किर स ेबबना 
प्रयास के सत्य हो जाती है। 

एक लाइन में जमाए गए िगाणकार रंगीन काउंटरों के रंग को सामान्यीक त ककया जा सकता है और 
इस तरह यह सांकेनतक लम्बाई होगी, जजसे संख्या रेखा के साथ जोड़ा जा सकता है। यदद इन 
काउंटरों को एक क्रमविन्यास में जमाया जाता है, तो उनके रंग को सामान्यीक त ककया जा सकता 
है; यानी कक इससे सांकेनतक क्षेत्रिल  ननकाला जा सकता है। हमें सांकेनतक आयतन की आिश्यकता 
नही ं पड़ी। यह ककन्हीं िी 2-3 पूणाांकों के भलए काम करता है, लेककन पररमेय संख्याओं या 
िास्तविक संख्याओं के भलए नहीं। 
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पररमेय संख्याएाँ और वास्तववक संख्याएाँ 
इस तारतम्य में पूणण सखं्याएँ सबसे आसान थी ंक्योंकक ि ेअसतत और ऋणेत्तर हैं और इसभलए 
काउंटरों के साथ उनके भलए मॉडल तैयार ककया जा सकता है। भिन्नों के साथ असततता का लाि 
नही ंभमलता है। लेककन अच्छी बात यह है कक उनके ऋणेत्तर होन ेके कारण क्षेत्रिल (किी-किी 
लम्बाई के अनुपात में) और आयतन द्िारा उनके भलए मॉडल तैयार ककया जा सकता है। पूणाांकों 
में ऋणात्मक संख्याएँ शाभमल थी,ं पर अपनी असतता के कारण रंगीन काउंटसण द्िारा उनके भलए 
मॉडल तैयार ककया जा सका। लेककन पररमेय संख्याएँ और िास्तविक संख्याएँ न तो असतत हैं, 
ना ही ऋणेत्तर। इसभलए िे सबसे चुनौतीपूणण समुच्चय साबबत हुए। उनसे हम अगले दो लेखों में 
भमलेंगे। 
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