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एट राइट एंगल्स
स क्ू ल गणित ्े णलए ए् ससंाधन

अज़ीम प्रेमज़ी विश्वविद्यालय कया प्कयाशन



‘लेकिन इसिा क्ा मतलब ह?ै??’ यह सवाल कई गणित णिक्षक सनुते हैं, जब 
वे अपने णवद्ाण थ्ियों को उन अवधारिाओ ंऔर एलगोररदम की ‘उपयोणगता’ के 
बारे में समझाने के णलए संघरथि करते हैं णजनहें वे णवद्ा्थी सीख रह ेहैं । मनषुय की 
हर गणतणवणध में गणित की सवथिवयापकता, इस प्रश्न का उत्तर दनेा आसान और 
कणिन दोनों बनाती ह ै। आसान इसणलए कयोंणक यह बहुत सपष्ट ह ैऔर कणिन 
इसणलए कयोंणक इसे संक्षेप में वयक्त नहीं णकया जा सकता ह ै। उदाहरि के णलए 
इस छणव को लें : हम इस खले में आकृणतयाँ, कोि, संखयाए,ँ माप, डेटा, पैटनथि, 
इणतहास और संसकृणत को आपस में जडुा हुआ दखेते हैं । णिर भी जब हम इस 
खले में खदु को बेहतर बनाने का प्रयास करते हैं तो गणित के प्रणत णकतने सचते 
होते हैं?

II अज़ीम प्रेमज़ी यनूिवर स्िट़ी एट राइट एंगल्स, मार्च 2024



सम्पादक 
की ओर से...
एट राइट एगंलस, पेिवेर णिक्षकों और णिक्षक-प्रणिक्षकों को अचछी गिुवत्ता वाले णिक्षि संसाधन प्रदान करने के 
अज़ीम पे्रमजी फ़ाउंडेिन के प्रयास का णहससा ह ै। हमारा उद्शेय णिक्षा, णिक्षििास्त्र और ज़मीनी अनभुवों पर चल रह े
वतथिमान णवमिथि और नज़ररयों पर सककू ली णिक्षकों, पेिवेरों और णिक्षाणवदों के बीच संवाद को बढावा दनेा ह ै। हम चाहते 
हैं णक णिक्षकों की क्षमता णनमाथिि हो और सीखने-णसखाने की अणधक अनभुवातमक और सा थ्िक प्रणरियाओ ंमें मदद 
णमले । उद्शेयपकूिथि और जनुकून से भरे णिक्षि का जश्न मनाने के णलए, एट राइट एगंलस भारत और णजस समाज में हम रहते 
हैं उसके य्ा थ्ि में रची-बसी अनभुवातमक और वयावहाररक समझ को उभारता ह ै।

जैसा णक नवमबर 2023 के समपादकीय में ्ोडे णवसतार से बताया गया ्ा, एट राइट एगंलस का माचथि 2024 का अकं 
णपछले अकंों से काफ़ी अलग ह ै। इसणलए, यहाँ पर सभी णपछले अकंों के णलए मखुय समपादक के रूप में सणरिय नेततृव 
और मागथिदिथिन के णलए िलेैि णिराली को धनयवाद दनेा लाज़मी ह ै। पणरिका आज आपके सामने णजस रूप में ह,ै 
उसे बनाने में महत्वपकूिथि योगदान दनेे के णलए समपादन सणमणत के सदसयों त्ा के. सबु्रमणयम, पथृवीजीत डे, िणिधर 
जगदीिन, ए. रामचनद्रन और जोनाकी घोर को भी हमारा धनयवाद । जब भी समभव होगा हम आगे भी उनसे सझुाव 
और सहयोग लेते रहेंगे ।

हमारे मखुय पािक सावथिजणनक णिक्षा तंरि में प्रा्णमक और उचच प्रा्णमक णवद्ालयों के णिक्षक हैं । इसणलए इस अकं 
की  और इसके बाद के अकंों की सामग्ी उनके और ज़मीनी स्ोत वयणक्तयों के णलए सीध ेप्रासंणगक होगी; ये स्ोत वयणक्त 
णिक्षकों के सा् काम करके उनहें बेहतर ढंग से पढाने में मदद करते हैं ताणक उनके णवद्ा्थी बेहतर ढंग से सीख सकें  । 
इसे धयान में रखते हुए, हमने कुछ सकूरि एनसीएफ़ 2023 के गणित खणड से भी णलए हैं ।

तो, इस अकं का हमारा णिशेष खणड सनदीप णदवाकर द्ारा इस पर बात करते हुए िरुू होता ह ैणक िक्ा-1 और िक्ा-2 
िे कलए गकित िी नई पाठ््पसुतिों में क्ा न्ा ह?ै  हृदय कानत दीवान अपने आलेख गकित में सन्दर्भगत सवाल में 
इस बात पर चचाथि कर रह ेहैं णक णिक्षक और सककू ली पररवेि के स्ानीय सनदभथि में णिक्षििास्त्रीय, सामग्ी और प्रणरिया 
समबनधी चनुौणतयों को कैसे समबोणधत णकया जाए । रीमा कौर का आलेख गकिती् शब्दावली िौन पढाता ह?ै णवरयों 
को अलग-अलग करने वाली अदृशय रेखाओ ंकी पडताल करता ह ै।

्क्ा में खणड गिुा और भाग की अवधारिाओ ंपर केणनद्रत ह ै। अधधेनद ुिखेर दाि राग एलगगोरर्दम िे कशक्िी् 
दृकटििगोि पर अपने णवचार साझा कर रह ेहैं और णजतेनद्र वमाथि ने णकसी संखया की 7 से कवराज्ता को जाँचने के तीन 
तरीक़ों का विथिन और वयाखया की ह ै। सवाती सरकार दो संखयाओ ंके गिुनफल िगो इटितम बनाने पर एक खले के बारे 
में बता रही हैं सा् ही उनहोंने बहु-अिंी् कवराजि द्ारा कवराजन कसखाने के फ़ायद ेभी बताए हैं । इन सभी लेखों में 
मानणसक णचरिि, अनमुान, णववेक बणुधि और तकथि  के प्रणरिया कौिलों पर ज़ोर णदया गया ह ै।

्क्ा में खणड के समाप्त होने के बाद समीक्ा खणड िरुू होता ह ैणजसमें एफ़एलयकू — फलैट्स, लॉनग और यकूणनट्स या 
मकूल बेस 10 नमबर बलॉक की समीक्षा की गई ह ै।

हमारे नए खणड गणित ्ा मज़ा में, हम मोहन आर. के दो लेखों — राला फें ि, और अनमुान —फ़ममी अनमुान 
समस्ाए ँके सा् इस णवरय का आननद लेंगे । गणित अनदखे ेतरीक़ों से णकस तरह काम करता ह?ै और णकसी समसया 
को णकतने तरीक़ों से हल णकया जा सकता ह ै— जानने के णलए मणुगथियों और खरगोिों के बारे में कहानी पढें!

हम हमिेा की तरह अकं का समापन पुलआउट के सा् कर रह ेहैं जहाँ हम जानेंगे णक गिुन में महारत की जाँच कैसे 



करें? पद्मणप्रया णिराली कई तरीक़ों के बारे में बता रही हैं — वे सभी तरीक़े उचच-सतर का णचनतन कौिल णवकणसत करते 
हुए कवायद और अभयास करवाते हैं लेणकन उनमें से कोई भी ्काने वाला या तनावपकूिथि नहीं ह ै।

जैसे ही हम इस नए अवतार में ढलेंगे, हम आिा करते हैं णक हम आपके णलए कम्पयकूटेिनल ण्ंणकंग पर और अणधक 
लेख, आपकी कक्षाओ ंके णलए वकथि िीट के सा् कुछ णटयरआउट्स और एक समपकूिथि प्रॉबलम कॉनथिर भी लेकर लाएगँे । 
अभी के णलए,  णफ़लसथि में सवालों का मज़ा लें और अपने हल AtRightAngles.editor@apu.edu.in   पर भजेने में 
न णहचणकचाए ँ।

सनेहा टाइटस
मखुय समपादक, एट राइट एगंलस

अनुिाद : अमये कानत          पुनरीक्ि : सिुील जोिी          ्ॉपी एणिटर : अनजु उपाधयाय

एट राइट एगंल्स अज़ीम पे्रमजी णवश्वणवद्ालय का प्रकािन ह ै। इसका उद्शेय णिक्षकों, णिक्षक-प्रणिक्षकों, णवद्ाण थ्ियों और गणित के प्रणत रुणच रखने वाले लोगों तक पहुचँना ह ै। 
यह अलग-अलग णवचारों और दृणष्टकोिों की अणभवयणक्त के णलए एक मचं प्रदान करता ह ैत्ा नए और सणुवज्ञ दृणष्टकोि, णवचारोत्तजेक नज़ररए और नवाचार की कहाणनयों को 
प्रोतसाणहत करता ह ै। कोणिि ह ैणक यह पणरिका ‘अकादणमक’ और ‘पेिवेर’ उनमखु होने के बीच सनतलुन बना सके ।

एट राइट एगंल्स अिं 18, मार्भ 2024 िा ्ह हिन्दी अनुवा् जनू, 2024 में प्रिाकशत हुआ ह ै। 

नोट : इस अकं में वयक्त णकए गए सभी णवचार और राय लेखकों के अपने हैं और अज़ीम पे्रमजी फ़ाउंडेिन णकसी भी रूप में इसके णलए उत्तरदायी नहीं ह ै।
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विशेष
हमारा पहला खणड गणितीय णिक्षा पर केणनद्रत णवणवधतापकूिथि लेखों का णपटारा खोलता ह ै। इस णपटारे में पाि्यपसुतकों के समालोचनातमक 
णवशे्रि से लेकर कक्षाओ ंमें गणित की अभयास पधिणत के णवणभनन पहलओु ंपर चचाथि तक मौजकूद ह ै। गणित के अभयासरत णिक्षाणवदों द्ारा 
णलख ेगए इन लेखों का उद्शेय समालोचनातमक नज़ररया साझा करना ह ै।

 सनदीप णदवाकर
05  गणित ्ी पाठ्यपुसत्ों में कया नया है?

 रीमा कौर 

12   गणितीय शबदािली ्ौन पढाता है?

 हृदय कानत दीवान
19  गणित में सनदरयागत सिाल : स क्ू ली णशक्ा ्े णलए राष्ट्ीय पाठ्यचयाया रूपरेखा ्ा दृणटि्ोि

कक्षा में
इस भाग के लेख प्रभाविाली णिक्षि की रूपरेखा तैयार करने और उनहें लागकू करने में मददगार हैं । ये णिक्षि के प्रतयक्ष वयणक्तगत अनभुवों 
पर आधाररत हैं, णजनमें सिल योजनाए ँभी हैं और सधुार के अवसर और णवचार भी । ये णवरयों के बारे में णिक्षकों की समझ को सदुृढ करते 
हैं और समबल दतेे हैं, सा् ही ये उनके णिक्षािास्त्रीय ज्ञान को भी मज़बकूत करते हैं ।

 सवाती सरकार
25  गुिनफल ्ो इटितम बनाना

 अधधेनद ुिखेर दाि
28   राग ्लन णिणध ्ो णसखाने ्े ढंग पर ्ुछ णिचार

 सवाती सरकार
35  बहु-अं्ीय-णिराज् से णिराजन 

 सवाती सरकार और नारायि महेर
41   दशमलि सखंयाओ ं्े राग

 णजतेनद्र वमाथि
51   7 से णिराजयता ्े णनयम
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गणित कषा मजषा
यह एक ऐसा खणड ह ैणजसमें गणित के मज़े और सनुदरता को उतसव की तरह प्रसततु णकया गया ह ै। आपको इस भाग में हलके-िुलके णक़ससे, 
कॉणमक णसरि्पस, काटकूथिन, णनबनध और इन सबके पीछे के सनुदर तकथि  णमलेंगे जो गणित की प्रकृणत को बढावा दतेे हैं ।

 सनदीप णदवाकर
57   सिाल छुडाने ्ा अपना-अपना तरीक़ा

 मोहन आर.
59   टकूटे हुए टेप से राला फें ् ्ो मापना

 मोहन आर.
63   अनुमान लगाने ्ी ्ला - राग 1

समीक्षा
हमारा समीक्षा खणड गणित में िकै्षणिक संसाधनों पर दृणष्टकोि का एक णवणवधतापकूिथि दायरा प्रसततु करता ह ै। इस खणड में हम पाि्यपसुतकों, 
गणित और गणित-णिक्षा की णकताबों, सीखने-णसखाने की सामणग्यों (TLMs), णदलचसप वेबसाइट्स और िकै्षणिक खलेों और सॉफटवेयर 
जैसे णवणभनन संसाधनों की समीक्षा प्रसततु करते हैं । हम न णसफ़थि  अनभुवी णिक्षाणवदों और णवरय णविरेज्ञों का मकूलयांकन पेि करते हैं बणलक 
णिक्षा के क्षेरि में काम करने वालों और काम करने का जजबा रखने वालों के नज़ररए भी प्रसततु करते हैं । यह समावेिी तरीक़ा नज़ररयों की 
समधृि णवणवधता को सणुनणचित करता ह ै। यह हमारे पािकों को वयापक और सलुभ समीक्षा प्रदान करता ह ैजो िकै्षणिक सामणग्यों में उनकी 
पसनद का बोध करवा सकती हैं ।

 मै्  सपेस
67  णविणिमीय आधार–10 बलॉ्

पुलआउट 

पलुआउट खणड में, गणित में बणुनयादी अवधारिाओ ंको णसखाने के णलए करके सीखना (Hands On) एवं गणतणवणध-आधाररत तरीक़े को 
िाणमल णकया गया ह ै। यह खणड आमतौर पर प्रचणलत गणित की ग़लत धारिाओ ंऔर उनको सलुझाने के तरीक़ों, मणैन्पयकूलेणटवस और उनसे 
णवद्ाण थ्ियों में गणित की समझ बढाने और गणितीय कौिल का णवकास करने के तरीक़ों पर; और इन सबसे बढकर गणतणवणध-आधाररत णिक्षा 
में लेखन और दसतावेज़ीकरि कौिल को िाणमल करने के तरीक़ों पर बात करता ह ै। पलुआउट ्ीम आधाररत खणड ह ैऔर, जैसा णक इसके 
नाम से ही ज़ाणहर ह,ै इसे मखुय पणरिका से अलग करके इसतेमाल णकया जा सकता ह ै।

पद्मणप्रया णिराली
गुिन में महारत
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षरिीय पाि्यचयाथि रूपरेखा 2020 ने णवकास के िरुुआती चरि 
 (3 से 8 वरथि) के दौरान सीखने की एक मज़बकूत नींव णवकणसत करने 

के महत्व को पहचाना ह ै। बचचों के समग् णवकास को धयान में 
रखते हुए, राषरिीय पाि्यचयाथि रूपरेखा - फ़ाउंडेिनल सटेज, 2022 (एनसीएफ़-
एफ़एस, 2022) में िारीररक, सामाणजक, भावनातमक, नैणतक, संज्ञानातमक, 
भारा, सौनदयथि, सांसकृणतक मकूलय और सीखने की सकारातमक आदतें जैसे 
णवकासातमक डोमने से जडेु पाि्यचयाथि लक्यों, दक्षताओ ं और सीखने के 
पररिामों की णसफ़ाररि की गई ह ै। इसके सा् ही, गणित के णलए पाि्यपसुतकों 
सणहत णिक्षि सामग्ी णवकणसत करते समय सभी डोमने के एकीकरि पर ज़ोर 
णदया गया ह ै। 

“पाठ््पसुतिें  अपेकक्त पाठ््र्ा्भ लक््ों, ्दक्ताओ ं और सीखने िे 
पररिामों िगो प्राप्त िरने िे कलए एि संगकठत, कसलकसलेवार, ससुंगत 
और सार्भि सीखने िा अनरुव प्र्दान िरिे कशक्ि िी म्द्द िरती 
हैं  । पाठ््पसुतिें  बचरों िा माग्भ्दश्भन री िरती हैं और कवश्वसनी् 
सन्दर्भ कबन्द ुरी प्र्दान िरती हैं  । िक्ा में उप्गोग िी जाने वाली कशक्ि 
सामकरि्ों में से पाठ््पसुति एि ह ैजगो िक्ा प्रकरि्ाओ,ं कशक्िशास्त्र 
और आिलन िी ्गोजना बनाने में महत्वपिू्भ रकूमिा कनराती ह ै।”

राषरिीय पाि्यचयाथि रूपरेखा – फ़ाउंडेिनल सटेज, 2022 में गणित णिक्षि 
णवणधयों के समबनध में णनमनणलणखत सझुाव णदए गए हैं : 

1. अनभुव → बोली जाने वाली भारा → णचरि → संकेत भारा ।

2. गणित सीखने को बचच ेके वासतणवक जीवन और पकूवथि ज्ञान से जोडना ।

3. गणित को समसया समाधान के साधन के रूप में दखेना ।

वि
श

षेगणित की 
नई पयाठ्यपुस्तकों 
में नयया क्या है?
सन्दीप ददवपाकर रा
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4. चचाथि और तकथि  का उपयोग करके गणितीय संवाद में िाणमल होना ।

5. गणित सीखने के प्रणत सकारातमक दृणष्टकोि णवकणसत करना ।

नई नीणतयों को धयान में रखते हुए, एनसीईआरटी ने साल 2023 में कक्षा-1 और 2 के णलए नई पाि्यपसुतकें  (आननदमय 
गणित/जॉयिुल मै् मणेटकस) णवकणसत की हैं । इन णकताबों में ऐसी कई गणतणवणधयाँ हैं जो बचचों के सवाांगीि णवकास के णलए 
अनभुव-आधाररत णिक्षा पर धयान दनेे के सा् कक्षा के भीतर और बाहर संगणित होकर काम करने और सीखने को प्रोतसाणहत 
करती हैं । पसुतक में बचच ेके आस-पास के सनदभथि के ज़ररए भारा और उम्र के अनरुूप िारीररक और मानणसक णवकास को भी 
िाणमल करने का प्रयास णकया गया ह ैकयोंणक गणित की णिक्षा को इनसे अलग नहीं णकया जा सकता ह ै। पसुतक पाि्यपसुतक 
और अभयास-पसुतक दोनों तरह से काम करती ह ैऔर बचचों को खले के ज़ररए सीखने, णचरि बनाने, रंग भरने और णलखने के 
णलए उणचत अवसर प्रदान करती ह ै।

णचत्र-1 : एनसीईआरटी पाि्यपसुतक कक्षा-1, अधयाय 5, पेज 48

णचरिों की यह सनुदर िृखंला (णचत्र-1) परुानी पीढी को िाणमल करने व उनकी प्रासंणगकता और उनकी दखेभाल करने के महत्व 
को बडी ही बारीकी से उभारती ह ै। सा् ही, यह बचचों को णगनती के अभयास का मौक़ा भी दतेी ह ै।
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णचत्र-2 : एनसीईआरटी पाि्यपसुतक कक्षा-1, अधयाय 1, पेज 4 । इसमें और अनय अधयायों में समावेिन के सझुाव णदए गए हैं ।

णचत्र-3 : एनसीईआरटी पाि्यपसुतक कक्षा-1, अधयाय 8, पेज 96 

धयान दें णक इस सरल गणतणवणध में कला और संसकृणत को णजस तरह से िाणमल णकया गया ह ै(णचत्र-3) उससे णवद्ाण थ्ियों में 
अवलोकन, संवाद और तकथि  करने की क्षमता णवकणसत होती ह ैऔर सा् ही उनका सामानय ज्ञान भी बढता ह ै।

णचत्र-4 : एनसीईआरटी पाि्यपसुतक कक्षा-1, अधयाय 9, पेज 104 । बचच ेणवणवधता को अपनाते हुए अपने आसपास की दणुनया में गणित दखे 
पाते हैं ।
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कई णिक्षकों ने णट्पपिी की ्ी णक णपछली णकताबों में िबदों की अणधकता (िबदबहुल) ्ी और कक्षा में णदए गए कामों को 
पकूरा करने में वयावहाररक बाधाए ँआ रही ्ीं । णिक्षक परुानी णकताबों में अभयास कायथि की कमी को भी उजागर करते रह ेहैं । नई 
पाि्यपसुतकों में इन णवचारों पर धयान दनेे की कोणिि की गई ह ै। अणधकांि पाि कणवता, खले, कहानी या बचच ेके आस-पास 
की दणुनया से समबणनधत गणतणवणध से िरुू होते हैं । उदाहरि के णलए कक्षा-1 की पाि्यपसुतक की िरुुआत में, णबलली इधर-
उधर णछपती ह ैऔर कभी णखडकी के ऊपर, कभी णबसतर के नीच,े कभी कार के ऊपर, कभी कालीन के नीच ेणदखाई दतेी ह ै। 
इसी प्रकार, संखयातमक अवधारिाओ ंको समझने के णलए, आसानी से उपलबध सामणग्यों जैसे- कंकड, पत्त,े बटन आणद के 
उपयोग का सझुाव णदया गया ह ै। स्ानीय रूप से उपलबध सामणग्यों (काडथि, लकडी के टुकडे, उँगणलयाँ, बटन, ...) के सा्-सा् 
णगनमाला (संखया िृखंला), णबनदीदार काडथि और संखया परटियों जैसी कम लागत वाली सीखने-णसखाने की सामग्ी/टीएलएम 
पर भी प्रकाि डाला गया ह ै। गणतणवणधयों, खलेु सवालों, जाँच-पडताल और चचाथि के माधयम से ताणकथि क सोच, णवशे्रि और 
गणितीय संवाद के कौिल णवकणसत करने पर जयादा धयान णदया गया ह ै।

णचत्र-5 : एनसीईआरटी पाि्यपसुतक कक्षा-2, अधयाय 9, पेज 19 । आकृणतयों के बारे में समझ णवकणसत करना । 
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णचत्र-6 : एनसीईआरटी पाि्यपसुतक कक्षा-1, अधयाय 1, पेज 9

ऐसी खले-आधाररत गणतणवणधयाँ (णचत्र-5 और णचत्र-6) णवद्ाण थ्ियों को गणित के प्रणत एक आतमणवश्वासपकूिथि दृणष्टकोि णवकणसत 
करने की गुंजाइि दतेी हैं ।

णचत्र-7 : एनसीईआरटी पाि्यपसुतक कक्षा-1, अधयाय 5, पेज 56 

पाि्यपसुतक में पहले अकं णलखने और एक अकं की संखयाओ ंको जोडने का अभयास णदया गया ह ै। अधयाय 3 में, णवद्ाण थ्ियों 
ने एक प्रोजेकट के रूप में अपने खदु के नमबर काडथि तैयार णकए हैं, इसणलए इस पररयोजना के णलए सामग्ी कोई बाधा नहीं ह ै
(णचत्र-7) । धयान दें णक यह मज़ेदार और खलेु तरीक़े से जोड का अभयास करने का मौक़ा दतेा ह ै। अपने जवाबों की तलुना करने 
से णवद्ाण थ्ियों को चचाथि करने और अपनी रिनीणतयों को सही िहराने का मौक़ा णमलता ह ै।
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णचत्र-8 : एनसीईआरटी पाि्यपसुतक कक्षा-2, अधयाय 3, पेज 31

अलग-अलग तरह से सीखने वाले णवद्ा्थी इस तरह के मानणसक णचरिि (णचत्र-8) द्ारा संखया पैटनथि को बेहतर ढंग से पकड 
पाएगँे । यह उममीद की जाती ह ैणक णिक्षक भी ऐसी पहणेलयों से पे्रररत काउणटरों और णबणलडंग बलॉकों का उपयोग करके खदु 
करके सीखने वाली णिक्षा द ेपाएगँे ।

णचत्र-9 : एनसीईआरटी पाि्यपसुतक कक्षा-2, अधयाय 1, पेज 13
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समसया प्रसततु करना अवधारिातमक समझ का एक महत्वपकूिथि सकूचक/संकेतक ह ैऔर पाि्यपसुतक इसके णलए मौक़े प्रदान 
करती ह ै। उदाहरि के णलए णचत्र-9 दखेें ।

दोनों कक्षाओ ंकी पाि्यपसुतकों के अनत में पहणेलयाँ हैं जो बचचों को अपने तकथि  लागकू करने और उनहें हल करने का मौक़ा दतेी 
हैं । इन पहणेलयों से यह भी उममीद ह ैणक णिक्षक भी ऐसी पहणेलयाँ बना सकते हैं और बचचों को हल करने के णलए द ेसकते हैं । 
राषरिीय सतर पर तैयार की गई इन पाि्यपसुतकों में भारत भर की णवणवधता को िाणमल करने की कोणिि की गई ह,ै लेणकन इनकी 
अपनी सीमाए ँभी हैं । जैसे णक जो सनदभथि एक इलाक़े के णलए पररणचत हैं वे दकूसरे इलाक़े के णलए अनजाने हो सकते हैं । इसणलए 
णिक्षकों को कक्षा में पढाते समय स्ानीय खले-णखलौनों और स्ानीय सतर पर उपलबध सामणग्यों को िाणमल करने के णनदधेि 
भी णदए गए हैं । बेिक, णिक्षकों के णलए यह ज़रूरी हो जाता ह ैणक वे पाि्यपसुतकों में णदए गए णिक्षि संकेतों को धयान में रखते 
हुए पािों की पकूवथि-योजना बनाए ँ।

पाि्यपसुतकों का णपछला सेट लगभग 16 साल पहले इसी दृणष्टकोि के सा् णवकणसत णकया गया ् ा । हालाँणक, उसने वासतव में 
इन णवचारों को काम-काजी णवचारों में तबदील नहीं णकया ्ा, जो णसखाई जाने वाली अवधारिाओ ंके आधार पर णिक्षि णवणध 
और आकलन दोनों में मदद कर सकें  । नई पाि्यपसुतकों में जो दृणष्टकोि णदखाई दतेा ह,ै लगभग वही (परुाने) ्ीम अधयायों में 
भी अपनाया गया ्ा, लेणकन णिक्षकों ने दरअसल इन बातों की सराहना नहीं की ्ी । अब जबणक गणित णिक्षा के लक्यों को 
कक्षा-1 और 2 की पाि्यपसुतकों के अधयायों में िाणमल कर णलया गया ह,ै यह उममीद की जाती ह ैणक णिक्षक इस लॉणनचगं 
पैड का इसतेमाल करके बचरों िी गकिती् समझ और मात्ाओ,ं आिारों और मापन िे ज़ररए ्दकुन्ा िगो पहरानने िी क्मता 
कविकसत िर पाएगँे, जैसा णक एनसीएफ़-एफ़एस के पाि्यचयाथि लक्य में णलखा गया ह ै।

समपाद् टीप : पाि्यपसुतकों से णलए गए सभी णचरि एनसीईआरटी की अनमुणत से प्रकाणित णकए गए हैं । 

Reference:
1. National Council for Educational Research and Training (NCERT). (2023). aanandamay ganit (class 

I and Class 2)  https://ncert.nic.in/textbook.php?ahjm1=11-13

सनदीप णदिा्र अज़ीम पे्रमजी फ़ाउंडेिन, भोपाल (मधय प्रदिे) में 2012 से गणित के ररसोसथि पसथिन के रूप में काम कर रह े
हैं । उनहें उचचतर माधयणमक णवद्ालय में गणित पढाने का अनभुव ह ैऔर उनहोंने राजय णिक्षा केनद्र (एससीईआरटी) भोपाल 
में बतौर वयाखयाता 15 साल तक काम णकया ह ै। सनदीप णिक्षक-प्रणिक्षकों, णिक्षकों और बचचों के णलए एससीएि, 
पाि्यपसुतकों, प्रणिक्षि मॉड्यकूल और सीखने-णसखाने की सामग्ी के णवकास से जडेु रह ेहैं । उनके लेख शकैक्ि पलाश, 
प्रारकमि कशक्ि, शकैक्ि सं्दर्भ आणद में प्रकाणित हुए हैं । उनसे sandeep.diwakar@azimpremjifoundation.org 
पर समपकथि  णकया जा सकता ह ै।

अनुिाद : सीमा     पुनरीक्ि : सिुील जोिी    ्ॉपी एणिटर : प्रणतका गपु्ता
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रदीमपा कौर

की-वर्ड : बकुन्ा्दी साक्रता और संख्ाज्ान, गकिती् शब्दावली, फ़ाउंडेशनल 
सटेज, प्रारक्रि बाल्ावसरा कशक्ा

शबदणचत्र -1

णरिसटीना अभी कक्षा 1 में ह ै। सरि के अनत में अणभभावक-णिक्षक बैिक 
के दौरान, उसकी कलास टीचर (जो उसकी गणित टीचर भी हैं) ने उसके 
माता-णपता से कहा, “करिसटीना सरल इबारती सवालों िगो समझ ही नहीं 
पाती, राह ेमैं उनहें कितनी री बार बगोड्भ पर हल िरँ । िृप्ा इस समस्ा 
िगो सलुझाने िे कलए अरँिेज़ी कशक्ि (्ानी राषा कशक्ि) से बातरीत िरें, 
अन्रा इससे रकवष् में िई और समस्ाए ँपै्दा होंगी ।” यह ्ोडी हरैान 
करने वाली बात ्ी, कयोंणक णरिसटीना घर पर अणधकांि जोड और घटाव 
के सवालों का तेज़ी से और सही ढंग से उत्तर दतेी ह,ै चाह ेवह 3+5 हो या 
7-3 । णरिसटीना की माँ ने उसकी नोटबकु की बारीकी से जाँच की और उनहें 
णनमनणलणखत बातें पता चलीं :

जेणनिर ने सबुह 8 बार रससी ककू दी । णिर उसने िाम को 3 बार 
रससी ककू दी । वह णदन में णकतनी बार रससी ककू दी?

करिसटीना िा उत्तर : 5

णलनपकू नदी णकनारे जाता ह ैऔर 7 मछली पकडता ह ै। उसका 
दोसत नदी णकनारे जाता ह ैऔर 3 मछली पकडता ह ै। णलनपकू ने 
णकतनी मछली जयादा पकडीं?

करिसटीना िा उत्तर : 10

प्रणसदा की ्पलेट में 5 इडली हैं । वह 2 इडली खा जाती ह ै। अब 
उसके पास कुल णकतनी इडली हैं?

करिसटीना िा उत्तर : 7

आइए नीच ेणदए गए िबदणचरि को दखेें ।

वि
श

षे गणित़ीय शब्यािल़ी 
कौन पढयातया है?
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णरिसटीना जो ग़लणतयाँ करती ह ैउनहें हम आमतौर पर जोड और घटाव सीखने के िरुुआती चरिों से जोडते हैं । जहाँ रिणुटयाँ 
हमिेा सीखने के णलए उपयोगी होती हैं, वहीं वे हमें यह जाँचने का अवसर भी प्रदान करती हैं णक कया ऐसे कोई अनतणनथिणहत 
िकै्षणिक कारि हैं जो णिक्षाण्थियों के मन में ग़लत धारिाओ ंको जनम द ेरह ेहैं । णरिसटीना की माँ के अनभुव और नोटबकु के 
जवाबों, दोनों से ही यह सपष्ट लगता ह ैणक णरिसटीना जोड और घटाव जानती ह ै। वह बस यह नहीं जानती णक कब णकसका 
उपयोग करना ह ै। इबारती सवाल (word problems) को हल करने में असम थ्िता समभवतः गणित के णिक्षि से समबणनधत 
सामानय प्रणरियाओ ंसे उतपनन होती ह ै(Shirali, 2016) (10), णजसका णरिसटीना की णिणक्षका ने भी अनसुरि णकया होगा :

•	 गणितीय अवधारिाओ ंको पढाते समय भ्रणमत करने वाली िबदावली का उपयोग करना या संकेत िबदों को रटने के 
णलए प्रोतसाणहत करना, जैसे ‘अणधक’ और ‘कुल’ का अ थ्ि जोडना होता ह ै।

•	 दणैनक जीवन के िबदों और गणितीय अवधारिाओ ंके बीच के अनतर को सपष्ट नहीं करना । उदाहरि के णलए, यहाँ 
णरिसटीना ने समभवतः ग़लती से ‘णसकप’ िबद का अ्थि ‘घटाना’ समझ णलया ह ै।

•	 णनदधेिों का पालन, णचरिि (visualization) और समसया-समाधान जैसे महत्वपकूिथि कौिल णवकणसत णकए णबना केवल 
प्रणरियाओ ंके रूप में जोड और घटाव णसखाना ।

•	 िबदावली णवकास को गणितीय समसया के रूप में नहीं, बणलक णसफ़थि  भारा की समसया के रूप में दखेना ।

•	 ग़लत तरीके से तैयार णकए गए इबारती सवाल, जो अकसर णवद्ाण थ्ियों के सनदभथि से समबणनधत नहीं होते हैं ।

•	 गणितीय प्रश्नों को हल करने की णवचार प्रणरिया को ‘बोलकर न सोचना’ या दिाथिना/मौणखक रूप से प्रदणिथित नहीं करना, 
जबणक ऐसा करने से बचच ेन केवल प्रश्न हल करने के चरिों को बेहतर ढंग से समझ सकते हैं, बणलक वैचाररक सपष्टता 
भी णवकणसत कर सकते हैं ।

•	 णवद्ाण थ्ियों के णलए अपनी णवचार प्रणरियाओ ंको साझा करने के अवसर तैयार न करना ।

•	 बचचों की गणितीय प्रश्नों को तैयार करने और हल करने की अपनी क्षमता को कम आकँना ।

िबदावली और समझ के बीच का समबनध जणटल ह ै। णजन बचचों के पास समधृि िबदावली होती ह,ै वे न केवल बातचीत में 
भाग लेने, खलेने, चटुकुले सनुाने और कहाणनयाँ सनुने व सनुाने जैसी समधृि भारायी पररणस्णतयों के सा् गहराई से जडु पाते 
हैं, बणलक गणितीय प्रश्नों से अ थ्ि णनकालने में भी सक्षम होते हैं । जैसा णक णरिसटीना के मामले में ्ा, कई णिक्षाण्थियों को गिना 
के णलए कोई खास समसया का सामना नहीं करना पडता, लेणकन उनहें भारा को समझने और उपयोग करने में संघरथि करना पडता 
ह ै। यह दखेा गया ह ैणक िबदावली के सपष्ट णनदधेि से णिक्षाण्थियों, णजनमें णवकलांग बचच ेभी िाणमल हैं, के बीच सभी णवरयों में 
समझ में सधुार होता ह ै। (Powell & Driver 2014) (9) ।

हालाँणक फ़ाउंडेिनल और प्रारणमभक चरि (प्री-सककू ल से कक्षा 5 तक) में भी णिक्षकों को इस सपष्ट अपेक्षा के सा् भतथी णकया 
जाता ह ैणक वे सभी णवरयों को पढाएगँे, लेणकन इसमें कुछ ज़मीनी सतर की वासतणवकताए ँहैं, जैसे :

1. अपेणक्षत सेवापकूवथि योगयताए ँहोने के बावजकूद सककू ल के सभी णवरयों को पढाने के णलए णिक्षकों की तैयारी नहीं होती ।

2. णिक्षकों द्ारा कई कक्षाओ ंमें केवल एक/दो णवरय पढाना, यानी अलग-अलग णवरय पढाने वाले अलग-अलग णिक्षक । 
यह पररदृशय िबदणचरि-1 के समान ह ैजहाँ गणित णिक्षक भारा णिक्षक पर णज़ममदेारी डाल दतेी ह ै। इसके पररिामसवरूप 
णवरयों के बीच सपष्ट णवभदेन होता ह ै। इसके पररिामसवरूप णवरयों के बीच सपष्ट अलगाव हो जाता ह ैजो न केवल इस 
बात में पररलणक्षत होता ह ैणक समय को कैसे वयवणस्त णकया जाता ह ै(समय-सारिी) बणलक इस बात में भी पररलणक्षत 
होता ह ैणक णवणभनन णवरयों को कैसे पढाया जाता ह ै— जहाँ कई सहज अवसर होने के बावजकूद णवरयों के बीच कोई 
अनतसथिमबनध नहीं बनाए जाते — णविरे रूप से फ़ाउंडेिनल और प्रारणमभक चरि की कक्षाओ ंमें ।

3. णवणभनन णवरयों में णिक्षकों की रुणच के अलग-अलग सतर । दकूसरे िबदों में, णिक्षक कुछ णवरयों को पढाने में अणधक 
रुणच लेते हैं और अनय में नहीं ।

4. सवयं णिक्षकों में गणित का डर रहता ह,ै जो बचचों में स्ानानतररत होता ह ै।
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इस्े बजाय णरिसटीना ्ी णशणक््ा कया ्र स्ती हैं?

णरिसटीना की णिणक्षका को णनणचित रूप से मदद णमलेगी यणद वह अपनी णिक्षि णवणधयों को फ़ाउंडेिनल सटेज के णलए राषरिीय 
पाि्यचयाथि की रूपरेखा - (एनसीएफ़-एफ़एस) 2022 (6) में सकूचीबधि पाि्यचयाथि के उद्शेयों और दक्षताओ ंसे प्राप्त करती हैं । 
गणित से जडुा पाि्यचयाथि का उद्शेय (CG-8, संज्ञानातमक णवकास के क्षेरि के अनतगथित) णिक्षाण्थियों से अपेक्षा करता ह ैणक वे 
ऐसी गणितीय समझ और क्षमताए ँणवकणसत करें ताणक मारिाओ,ं आकारों और मापों के माधयम से दणुनया को समझ सकें  । इस 
उद्शेय से जडुी 13 दक्षताओ ंमें से, जोड और घटाव से जडुी दक्षता (C-8.6) सपष्ट रूप से बताती ह ैणक बचचों को धाराप्रवाह 
रूप से और लचीली रिनीणतयों का उपयोग करके जोड-घटाव करने में सक्षम होना चाणहए । इस दक्षता को एक अनय दक्षता  
(C-8.13) के सा् दखेा जाना चाणहए, जो बचचों से सरल गणितीय प्रश्नों को तैयार करने और हल करने में सक्षम होने की अपेक्षा 
करती ह ै। इसके अलावा, मारिाओ,ं आकारों, स्ान और मापों से समबणनधत अवधारिाओ ंऔर प्रणरियाओ ंको समझने और 
वयक्त करने के णलए पयाथिप्त और उणचत िबदावली णवकणसत करने की एक और पकूरी दक्षता (C-8.12) ह ै। हालाँणक, CG-8 को 
पृ् क करके नहीं पढा जा सकता ह ै। णपछला पाि्यचयाथि उद्शेय (CG-7) बचचों को गणित के णलए उनकी समझ और क्षमताओ ं
को णवकणसत करने में मदद करने में महत्वपकूिथि भकूणमका णनभाता ह,ै कयोंणक यह इस बारे में ह ैणक बचच ेकैसे अपने आस-पास की 
दणुनया का णनरीक्षि कर सकते हैं और श्णेियों व उनके समबनधों को समझने के णलए ताणकथि क रूप से सोच सकते हैं ।

ऊपर सार रूप में बताए गए सीखने के मानक एक सपष्ट तरीक़े का सझुाव दतेे हैं णजसे णिक्षक को गणित पढाते समय अपनाने 
की आवशयकता ह ै:

•	 दणुनया में मौजकूद मारिाओ,ं आकारों और मापों से पररणचत होने के णलए दणैनक जीवन की भारा का उपयोग करते हुए बात 
करना ।

•	 यह पहचानना णक वासतणवक जीवन के मकूतथि अनभुवों और दणुनयाभर की जानकारी को बेहतर वैचाररक सपष्टता णवकणसत 
करने के णलए गणितीय अवधारिाओ ंके णिक्षि के सा् कैसे एकीकृत णकया जा सकता ह ै।

•	 गणित सीखने को अनय णवरयों के सा् एकीकृत करना और इसे एक अलग समय में णवकणसत होने वाली अलग-अलग 
अवधारिाओ ंऔर कौिलों के रूप में नहीं दखेना, यानी कहाणनयों, कणवताओ,ं गेमस, खले और कला के माधयम से 
गणित सीखने के अवसरों की खोज करना ।

•	 यह समझने के णलए भारा णिक्षक (यणद वे अलग हों) के सा् णमलकर काम करना, णक कैसे सभी कक्षाए ँिबदावली 
णवकास और समझ णवकणसत करने में वयापक तरीक़े से मदद कर सकती हैं ।

नीच,े कक्षा 1 (8) के णलए एनसीईआरटी द्ारा तैयार की गई गणित की नई पाि्यपसुतकों के कुछ नमकूने णदए गए हैं, जहाँ गणित 

कॉणमक णसरिप का उपयोग करते हुए संखयाए ँणगनना (पेज 18 और 19) ‘कया ह ैलमबा, कया ह ैगोल?’ के णलए गनुगनुाने योगय कणवता (पेज 11)
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समकूहीकरि (grouping) और अणधक-कम से समबणनधत इनडोर और 
आउटडोर खले (पेज 21 और पेज 24)

णचरि-आधाररत णगनती और लेखन (पेज 27)

‘कुल’ और ‘कुल णमलाकर’ के णलए सरल कहानी-आधाररत प्रश्न 
(पेज 57 और पेज 71)

‘अणधक’, ‘कम’ और ‘बराबर’ के णलए णखलौने की दकुान का 
पररदृशय (पेज 120)
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बाल साणहतय

गणित पढाने के णलए बचचों के साणहतय का चयन करते समय, उन कहाणनयों/णक़ससों को प्रा्णमकता दें णजनमें सवाभाणवक रूप से 
गणितीय अवधारिाए ँिाणमल हों । बचचों के दणैनक जीवन से जडेु िबदों को िाणमल करने, गणित को अणधक प्रासंणगक बनाने 
और पररणचत सनदभभों के माधयम से समझ को बढाने के अवसरों की तलाि करें । उदाहरि के णलए, ड्ाफट णसणककम प्री-सककू ल 
पाि्यचयाथि (एससीईआरटी, 2024) (11) में सीखने के अनभुव ‘िुन लामगो, िुन छगोटगो?’ (िौन ल्बा ह,ै िौन छगोटा ह?ै) में 
णनणहत नेपाली कहानी जंगल में एक अकेली डणडी के बारे में ह,ै जो इधर-उधर उछलती ह ैऔर अलग-अलग लमबाइयों की अनय 
डणणडयों से णमलती ह,ै जो उसके हा् और पैर बन जाती हैं । णिक्षक कहानी सनुाती हैं और सा्-सा् बचचों द्ारा बाहर से एकरि 
की गई असली डणणडयों का उपयोग करके एक आकृणत बनाती हैं । बाद की गणतणवणधयों में बचच ेसवयं डणणडयों की आकृणतयाँ 
बनाते हैं और आकृणत के िरीर, बाँहों और पैरों के णलए उपयोग की जाने वाली डणणडयों की लमबाइयों की तलुना करते हैं । 
णिक्षक नेपाली में ‘लामगो’ और ‘छगोटगो’ जैसे िबदों का उपयोग करती हैं लेणकन सा् में अगँ्ेज़ी िबदों से भी अवगत कराती हैं ।

यहाँ अनपुमा अणजंकया आ्पटे (1) की ‘गलुली िा गज़ब कपटारा’ (Gulli’s Box of Things) नामक कहानी का एक और 
उदाहरि ह,ै जहाँ गलुली द्ारा अपने छोटे-से बकसे में एकरि की गई वसतओु ंके वगथीकरि का विथिन करते समय ‘छोटा’,   ‘बडा’, 
‘चौडा’, ‘ऊपर’ जैसे िबदों का उपयोग णकया जाता ह ै। 

पढाने के णलए कहाणनयों, कणवताओ,ं णचरिों, णक़ससों और कॉणमक णसरि्पस जैसे णवणवध सनदभभों का उपयोग णकया गया ह ै। नमकूनों 
में भारा के उपयोग और बचचों के वासतणवक जीवन के अनभुव से प्राप्त सनदभभों की समणृधि पर धयान दें । हाल ही में णवकणसत ये 
पाि्यपसुतकें  एनसीएफ़-एफ़एस 2022 में पररभाणरत पाि्यचयाथि के उद्शेयों और दक्षताओ ंके अनरुूप हैं ।

रिनीणतयाँ

आइए तीन ऐसी णवणिष्ट रिनीणतयों पर नज़र डालें जो फ़ाउंडेिनल सटेज में गणित से समबणनधत िबदावली को मज़बकूत करने के 
णलए उपयोगी हैं । ये रिनीणतयाँ ऊपर णदखाए गए पाि्यपसुतक के नमकूनों में भी पररलणक्षत होती हैं । जैसी णक पहले चचाथि की गई ह,ै 
इनका उपयोग सभी णिक्षकों द्ारा समय-सारिी में णवणभनन अवणधयों (periods) /बलॉकों में णकया जा सकता ह ै। कृपया धयान 
दें णक ये रिनीणतयाँ उन गणितीय खलेों के अणतररक्त हैं णजनके आप कई उदाहरि प्राप्त कर सकते हैं ।

णचत्रों ्े बारे में पढना/बात ्रना

णचरिों पर चचाथि करने से णवद्ाण थ्ियों को णचणरित जानकारी का दृशय णवशे्रि और वयाखया करने के णलए प्रोतसाणहत करके उनकी 
गणितीय सोच को बढाया जा सकता ह,ै णजस पर णिक्षक की रचनातमकता के आधार पर आगे और प्रश्न बनाए जा सकते 
हैं । उदाहरि के णलए, सौमया मनेन (4) द्ारा बनाई गई ‘माकधे ट महेमे’ (Market Mayhem) की नीच ेदी गई तसवीर ऊपर 
उणललणखत कई गणितीय अवधारिाओ ंके णलए एक समधृि सनदभथि प्रदान करती ह ै। कया आप सोच सकते हैं णक आप अपनी 
कक्षा में इस णचरि का उपयोग कैसे करेंगे?
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“कया हुआ मगंल चाचा?” एक रणववार को गलुली ने पकूछा ।

“मझु ेइस पैकट से तेल णनकालकर बोतल में डालना ह,ै और दखेो ना बोतल का मुहँ बहुत छोटा ह!ै मझु ेयकीन ह ैणक आज 
मरेी रसोई ज़रूर गनदी हो जाएगी ।” मगंल चाचा ने कहा ।

“णचनता न करें चाचा, मैं बस यकूँ गया और यकूँ आया ।” गलुली बोला । 

टन-टना टन! धडाम-धकूम! आओ दखेें कया णनकलता ह ैगलुली के गज़ब णपटारे से!!

अरे, यह कया! एक बडी, चौडे मुहँ वाली कीप । इसमें ऊपर से कुछ भी उडेलें और दखेें णकतनी सफ़ाई से वह बकूँद-बकूँद करके 
नीच ेआता ह!ै

नमकूने की तीसरी कहानी जेन णड सकूज़ा (Jane De Suza) (5) की ‘रौंिा ्दनेे वाला ररपगोट्भ िाड्भ’ (The Very Shocking 
Report Card )  एक लडके पटिटू के बारे में ह,ै जो अपना ररपोटथि काडथि प्राप्त करने से डर रहा ह ैकयोंणक वह जानता ह ैणक उसे बहुत 
अचछे नमबर नहीं णमलेंगे । कहानी गणितीय और सामाणजक-भावनातमक व नैणतक णवकास को जोडती ह ै। यह जोड और घटाव 
जैसी सरल गिनाए ँकरने का अवसर भी प्रदान करती ह ै।

इसीणलए इस बार पापा पटिटू के सा् चल पडे ्े टीचर से ररपोटथि काडथि खदु ही लेने को । पापा ने ररपोटथि काडथि में नज़रें गडाई ं। उनकी 
पपीते की िाँक बराबर हसँी, णसकुडकर बस पतली-सी नींबकू की िाँक णजतनी रह गई ।

10 में से 3 पढने में । दो लडते हुए साँडों की तरह पापा की भवँें एक-दकूसरे से आ णमलीं ।

10 में से 4 कणवता आवणृत में । तकूिान में णहलते पेड की तरह पापा का णसर इस तरि से उस तरि णहलने लगा । 

10 में से 2 श्तुलेख में । रेलगाडी के इजंन की तरह एक  
वहटूउउउि-सी आवाज़ णनकली पापा के मुहँ से ।

घर जाते समय, पटिटू का सामना अपने पडोस के अलग-अलग लोगों 
से होता ह ैऔर उनकी बातचीत के माधयम से, पापा को एहसास 
होता ह ैणक पटिटू एक णवचारिील बचचा ह ैजो हर णकसी का ख़याल 
रखता ह ै। घर आकर, पटिटू अपनी माँ को अपने नमबर बताने से डरता 
और िणमथिनदा होता ह ै। लेणकन वहाँ पापा एक अलग ही ररपोटथि काडथि 
सामने रखते हैं...

“10 में से 9 साझदेारी में,” पापा ने कहा ।

“10 में से 10 दयाल ुहोने के णलए,”

“10 में से 11 बडों के प्रणत श्धिा और सममान के णलए ।”

णचत्र सयंोज् (Graphic organizers)

णचरि संयोजक आरेखों, ताणलकाओ,ं मानणचरिों आणद के रूप में 
णवरयवसत ुके दृशय णचरिि होते हैं । वे बचचों के णलए सनदभथि-आधाररत िबदावली का उपयोग करके गहरी वैचाररक समझ 
णवकणसत करने और प्रदणिथित करने के णलए एक नया और आकरथिक उपकरि हैं (Bay-Williams & Livers, 2009) (2) । 
णचरिातमक विथिन, णविरे रूप से फ़ाउंडेिनल सटेज के छोटे बचचों द्ारा णकए गए, िबदावली को दृशयमान बनाते हैं और णचरिों को 
पढने के समान ही समझ में योगदान करते हैं । 1997 में णकए गए एक अधययन में, णचरि संयोजकों के माधयम से िबदावली णनदधेि 
प्राप्त करने वाले णिक्षाण थ्ियों ने पररभाराओ ंके माधयम से िबदावली णनदधेि प्राप्त करने वाले णिक्षाण्थियों से काफ़ी बेहतर प्रदिथिन 
णकया (Monre & Pendergrass, 1997, जैसा णक Powell & Driver 2014 में उधितृ णकया गया ह)ै (9) ।

णदए गए णचरि संयोजक (Bruun et al., 2015) (3) में, णवद्ा्थी घटाव की अवधारिा पर काम करता ह,ै इसे पररभाणरत करता 
ह,ै एक उदाहरि और ग़ैर-उदाहरि के सा् अपने खदु के गणितीय सवाल तैयार करता ह,ै और घटाव को प्रदणिथित करने वाली 
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एक तसवीर तैयार करता ह ै। णिक्षक इस संयोजक का उपयोग णवद्ा्थी के तकथि  का पता लगाने के णलए कर सकते हैं (बचरा 
उ्दाहरि िे तौर पर ‘0 - 10 = 0’ क्ों ्दतेा ह?ै क्ा बचरा ‘10 - 10 = 0’, ्ा ‘10 - 0 = 0’ कलखने िा इरा्दा रखता रा, 
्ा कफर िगोई अन् िारि ह?ै); ग़लत धारिाओ ंकी पहचान कर सकते हैं (करत् में, उ्दाहरि ‘5 - 3 = 2’ सही ह,ै लेकिन करत् 
में ्दगो मडुी हुई उँगकल्ाँ और तीन खलुी उँगकल्ाँ क्ों क्दखाई ्द ेरही हैं? उत्तर ति पहुरँने िे कलए बचर ेिी प्रकरि्ा क्ा ह?ै); 
और णिक्षि योजना पर अनतदृथिणष्ट प्राप्त कर सकते हैं (क्ा पररराषाओ ंिगो पढा्ा जाना राकहए और उनहें पनुरुतपाक्दत किए जाने 
िी उ्मी्द िी जानी राकहए? क्ा बचर ेअपनी सव्ं िी पररराषाओ ंपर पहुरँ सिते हैं?) ।

सारांश
फ़ाउंडेिनल सटेज में णगनती, संखयाओ ंकी पहचान और मारिाओ ंकी तलुना से समबणनधत मकूलभकूत पकूवथि-संखयातमक अवधारिाए ँ
बचचों को जोडने और घटाने जैसी सिल गिनातमक क्षमताए,ँ बणुनयादी आकारों और माप की समझ और प्रारणमभक गणितीय 
सोच-णवचार णवकणसत करने में सक्षम बनाती हैं । भारा के उपयोग से उतपनन ग़लतफ़हणमयाँ गणितीय समझ में बाधा उतपनन 
कर सकती हैं । णवद्ाण थ्ियों के वासतणवक जीवन के अनभुवों से समबणनधत णवरयवसत ुका उपयोग करने वाले सपष्ट िबदावली 
णनदधेिों और णवणभनन अनभुव (यहाँ मखुय िबद ‘‘एकाणधक या णवणभनन’  ह,ै न णक ‘दोहराए हुए’ ह!ै) प्रदान करने वाली णवणवध 
रिनीणतयों को दणैनक कायथिरिम में िाणमल णकया जाना चाणहए और णविरे रूप से णकसी एक णिक्षक या पीररयड/कक्षा पर ही 
नहीं छोडा जाना चाणहए । पाि्यचयाथि के उद्शेयों और दक्षताओ ंके अनरुूप एक पधिणत णवकणसत करने से णिक्षाण्थियों को सककू ली 
णिक्षा के णलए एनसीएफ़ (एनसीएफ़-एसई, 2023) (6) यानी बणुनयादी संखयाज्ञान; गणितीय सोच; समसया-समाधान; गणितीय 
अनतज्ञाथिन; और आननद, णजज्ञासा, और आचियथि! में णदए गए गणित णिक्षा के प्रमखु पाि्यचयाथि उद्शेयों की णदिा में प्रगणत करने 
में मदद णमल सकती ह ै।

समपाद् टीप : पाि्यपसुतकों से णलए गए सभी णचरि एनसीईआरटी की अनमुणत से प्रकाणित णकए गए हैं ।
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गणित में सन्दर्भगत सियाल :  
स्कू ल़ी शशक्या करे  णलए रयाष्ट़ीय पयाठ्यचयया्भ 
रूपररेखया कया दृष्टिकोि

णत और कायथिवाई समबनधी संवाद और कायथिरिम गणित में अणधगम 
और क्षमता की कमी पर धयान दनेे की कोणिि कर रह ेहैं । जब 
से पाि्यचयाथि रूपरेखाओ ंमें इस पर ज़ोर णदया जाने लगा ह ै णक 

कौन-सा गणित और उसे कैसे पढाया जाए, तब से ही यह इसके समानानतर 
एक प्रणरिया के रूप में णचनता का णवरय रहा ह ै। महत्वपकूिथि गणित णकसे माना 
जाए, खासतौर से गणित णिक्षि के सनदभथि में, इसकी समझ णवकणसत हो रही 
ह ै। जब इसतेमाल में आसान कैलकुलेटर अब सलुभ हैं, तब कया इस बात की 
आवशयकता ह ैणक फ़ाउंडेिनल गणित णिक्षा का धयान केवल कलन णवणधयों 
(एलगोररद्म) या गिना यणुक्तयों को रटने पर केणनद्रत रह?े

सककू ली णिक्षा के णलए राषरिीय पाि्यचयाथि रूपरेखा (NCF-SE) 2023 के 
अनसुार, सवाल तै्ार िरने, िई वैिकलपि हल तै्ार िरने, इटितम हल रनुने 
िे कलए कवकरनन हलों िा मलू्ांिन िरने और हल लाग ू िरने िी क्मता 
सरी पाँर लक््ों िगो प्राप्त िरने िे कलए अपररहा ््भ ह ै। कजन सवालों िे कलए 
मात्ातमि मॉडल िी आवश्िता हगोती ह,ै उनिे कलए कवकरनन गकिती् 
प्रकरि्ाओ ंमें महारत िी आवश्िता हगोती ह,ै जगो जगोड और घटाव िे सरल 
अिंगकिती् िौशल से लेिर बीजगकिती् समीिरिों िे अकिि जकटल हल 
ति में उप्गोग हगोती ह ै। सवालों िगो हल िरने िे कलए ि््प्टेूशनल मॉडल िे 
उप्गोग िे कलए ि््प्टेूशनल िौशल िी आवश्िता हगोगी । ताकि्भ ि िौशल 
में औपराररि और अनौपराररि ्दगोनों तरह से तिकों िा कनमा्भि और मलू्ांिन 
शाकमल ह ै।

इस दृणष्टकोि और इससे भी अणधक के सा् हम णवद्ा्थी में इन क्षमताओ ंके 
णवकास के णलए चनेु गए सवालों पर णदए गए ज़ोर पर ग़ौर करते हैं । सनदभथि की 
दृणष्ट से प्रासंणगक सवाल महज़ इबारती सवाल नहीं होते हैं णजनहें आकरथिक णचरिों 
के सा् प्रसततु णकया जाता ह ै। बेिक, उनहें बचचों के जीवन के अनभुवों से 

हृदय कपान्त ददीवपान

की-वर्ड : इबारती सवाल, सन्दर्भ, अर्भपिू्भ बनाना 

वि
श

षे

नी
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उभरना चाणहए । सा् ही, बचच ेको यह समझ आना चाणहए 
णक सवाल हल करने की ज़रूरत कया ह ैऔर ये हल उसके 
दणैनक जीवन और णनिथियों पर कैसे प्रभाव डाल सकते हैं ।

गणित की सामानय कक्षा णवद्ाण थ्ियों को ऐसे अवसर नहीं 
दतेी ह ै। लगभग सभी सककू लों में, बचचों और णिक्षकों के 
पास गणित और सवाल हल करने का मज़ा लेने के णलए 
समय नहीं होता ह ै। न तो पढाई जाने वाली अवधारिाओ ं
के बारे में आराम से संवाद के णलए समय आवंणटत णकया 
जाता ह ैऔर न ही इन अवधारिाओ ंको बचचों के पररवेि 

से जोडा जाता ह ै। उदाहरि के णलए, मै्  मणैजक िृखंला 
(णचत्र-1) का एक सवाल वैसे तो इसणलए तैयार णकया गया 
ह ैणक बचच ेउसके सनदभथि से समबणनधत गणितीय कायथि करें, 
लेणकन इसे अकसर यांणरिक रूप से पढाया जाता ह ै। सवाल 
एक ऐसी मदु्रा पर णटका ह ैजो अब भारत में प्रचलन में नहीं 
ह ै। इस वजह से बचचों के णलए इससे जडु पाना तब तक 
मणुशकल होता ह ैजब तक णक यह दादा-दादी या नाना-नानी 
के सा् वयापक मदु्ों पर संवाद या महगँाई जैसे बडे मदु्ों पर 
चचाथि का णहससा न बने ।

दकूसरा, णवद्ाण थ्ियों को समसया की प्रकृणत जानने और उसमें 
से समसया से प्रासंणगक जानकारी णनकालने का कोई अवसर 
नहीं णदया जाता ह ै। ऐसा होगा तभी वे सवाल का उद्शेय समझ 
पाएगँे और यह समझ पाएगँे णक उपलबध जानकारी से चाही/ 
माँगी गई जानकारी तक कैसे पहुचँा जा सकता ह ै। प्रयास 
तो यह होता ह ै णक कलन णवणधयों को चरिबधि तरीक़े से 
लागकू करने और एक मिीनी कवायद (णड्ल) की तरह चरिों 
को याद रखने की क्षमता णवकणसत कर दी जाए । सनदिे ह,ै 
“चरिों से भटकें  नहीं, उनहें सटीक ढंग से लागकू करें ।” सलाह 
यह ह ैणक अपनी अवधारिातमक समझ का उपयोग न करें 
और हल के णलए एक अलग णवणध न अपनाए,ँ कयोंणक आप 
ग़लती कर सकते हैं । कक्षा की प्रणरियाए ँऔर त्ाकण्त 
सीखने-णसखाने की सामग्ी (टीएलएम), अकसर इसी उद्शेय 
से तैयार की जाती हैं । एक तरह से, उनसे उममीद की जाती 
ह ैणक वे णिक्षाण्थियों के सामने कलन णवणध के ‘िोस’ चरि 
प्रसततु करें और उनहें याद रखने में मदद करें । वे न तो प्रणरिया 

और चरि समझाने की कोणिि करती हैं और न ही बचचों 
को वैकणलपक रिनीणतयों का उपयोग करने की गुंजाइि दतेी 
हैं । सवाल भी इस तरह से तैयार णकए जाते हैं णक यंरिवत ्
कलन णवणधयों के अभयास पर ज़ोर णदया जा सके । उदाहरि 
के णलए, एनसीईआरटी की कक्षा-5 की पाि्यपसुतक का 
आगे णदया पषृ्ठ (णचत्र-2), हालाँणक केवल गिुन की कलन 
णवणध के संखणडन और खणडों में इसके अभयास पर केणनद्रत 
ह,ै णिर भी णिक्षक के णलए कलन णवणध समबनधी ‘कयों’ पर 
चचाथि करने के णलए पयाथिप्त गुंजाइि द ेसकता ह,ै लेणकन यह 
णकतनी बार णकया जाता ह?ै

अणमत कुलश्ेष्ठ पेि ेसे एक गणित णिक्षक और िोधकताथि 
हैं । उनहें गणित में आननद भी आता ह ै। पणरिका पाठशाला 
रीतर और बाहर [1] में उनके लेख और उसी पर बाद के एक 
वेणबनार [2] का सारांि नीच ेणदया गया ह ै। 

जयादातर णवद्ाण थ्ियों को इबारती सवाल हल करने के तरीक़े 

णचत्र-1 : एनसीईआरटी पाि्यपसुतक कक्षा-5, अधयाय-4, पेज-65

 रुपए और पैसे 
णकतने  से एक रुपया बनेगा?

कया 50 पैसा एक रुपए का आधा ह?ै

णकतनी  से एक रुपया बनेगा?

25 पैसे एक रुपए का _____ णहससा ह ै।

20 पैसे एक रुपए का _____ णहससा ह ै। 

णकतने 10 पैसों से एक रुपया बनेगा?

इसणलए 10 पैसे एक रुपए का _____ णहससा ह ै। 
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बताने की जलदी में, णिक्षक सझुाव दतेे हैं णक वे महत्वपकूिथि 
िबदों (की-वडथि) की तलाि करें ताणक यह तय करने में मदद 
णमल सके णक णकन संणरियाओ ंका उपयोग करना ह ै। उनका 
तकथि  ह ैणक कक्षा में पकूरा धयान वासतव में इस बात पर रहता ह ै
णक बचचों को सही संखयाए ँणनकालने, सही कलन णवणधयाँ 
लागकू करने और सवाल हल करने के णलए ज्ञात मानक 
णनयमों को याद रखने का अभयास कराया जाए । कक्षा का 
धयान सपष्टीकरि दनेे और उत्तर तक पहुचँने के णलए अपनाए 
जाने वाले चरिों पर केणनद्रत होता ह ै। बचचों को इस बात की 
गुंजाइि दनेे के णलए कोई स्ान नहीं होता ह ैणक वे णदए गए 
सवालों पर णवचार करें और अपनी रिनीणत और दृणष्टकोि 
णवकणसत करें । हालाँणक, वतथिमान राषरिीय पाि्यचयाथि की 
रूपरेखा सणहत राषरिीय पाि्यचयाथि दसतावेज़ दृढतापकूवथिक तकथि  
दतेे हैं णक बचचों को न केवल गुंजाइश दी जानी चाणहए 
बणलक सवाल हल करने के णलए अपनी रिनीणत णवकणसत 
करने और खोजने के णलए प्रोतसाणहत णकया जाना चाणहए । 
उनहें यह समझना सीखना चाणहए णक सवाल हल करने 
के णलए कई रिनीणतयाँ हो सकती हैं और कभी-कभी, 
कई उत्तर भी हो सकते हैं । सककू ली णिक्षा के णलए राषरिीय 
पाि्यचयाथि की रूपरेखा (2023) यह सलाह भी दतेी ह ैणक 
कक्षाए ँकई तरीक़ों को प्रोतसाणहत करें ताणक णवद्ा्थी अपनी 
रिनीणतयाँ तैयार कर सकें  । गणित के णलए एनसीईआरटी 
की पाि्यपसुतकें  और सा् ही सककू ली णिक्षा के णलए राषरिीय 
पाि्यचयाथि की रूपरेखा बचचों के णलए सवाल बनाने में 
सक्षम होने की आवशयकता पर ज़ोर दतेी हैं ।

यहाँ कुछ उदाहरि णदए गए हैं जो बताते हैं णक सवाल अकसर 
ऐसे िबदों में णलख ेजाते हैं और उनमें ऐसी णस्णतयाँ िाणमल 
होती हैं जो बचचों के सनदभथि में सवाभाणवक नहीं होती हैं ।

1. एक पेड पर 114 पक्षी बैिे ्े । 21 और पक्षी उडकर पेड 
पर आए । पेड पर कुल णमलाकर णकतने पक्षी ्े?

यह समभव नहीं ह ैणक कोई भी पेड की तरफ़ उडते पणक्षयों 
को णगन सके । इसणलए, सवाल का सनदभथि णकसी भी 
वासतणवक अनभुव, णजससे बचच ेजडु सकें , की बजाय महज़ 
औपचाररकता अणधक लगता ह ै। 

2. जेन के पास 63 मीटर ररबन ह ै। यणद वह इसमें से 56 
मीटर 21 सेमी ररबन काटती ह,ै तो ररबन की लमबाई 
णकतनी बचगेी?

भले ही हम नाम बदल दें (जैसा णक अकसर स्ानीय सनदभथि 
िाणमल करने के णलए णकया जाता ह)ै, सवाल में संखयाओ ं
का कोई मतलब नहीं ह ै। 63 मीटर के ररबन के बारे में 
आमतौर पर नहीं सनुा जाता ह ैऔर णिर 56 मीटर और 21 
सेमी की लमबाई को काटना भी सवाभाणवक नहीं लगता ।

3. एक णकराना दकुान में सबुह 2510 णकलो 350 ग्ाम गेहटू ँ
्ा । णदन भर में 890 णकलो 600 ग्ाम गेहटू ँणबक गया । 
िाम को दकुान में णकतना गेहटू ँबचा ्ा?

यह सटॉक में गेहटू ँकी एक णवणचरि मारिा ह ैऔर बेची गई मारिा 
भी उतनी ही णवणचरि ह!ै आमतौर पर दकुानें गेहटू ँका सटॉक 
ग्ाम की बजाय बोररयों की संखया में रखती हैं ।

णचत्र-2 : एनसीईआरटी पाि्यपसुतक कक्षा-5, अधयाय-13, पेज-171

30 से गिुा िरने िे कलए मैं पहले 
्हाँ एि शनू् कलखूगँी । कफर मझु े
कसफ़्भ  3 से गिुा िरना हगोगा ।

अभ्यास कया समय 
1) कन्न अिंों िा गिुा िरने िे कलए बेला िा तरीक़ा इसतेमाल 

िीकजए ।
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4. णविाल 48 सेमी ऊँचाई की एक पसुतक मीनार बनाना 
चाहता ह ै। यणद प्रतयेक णकताब की मोटाई 12 णममी ह,ै 
तो चाही गई ऊँचाई की मीनार बनाने के णलए उसे णकतनी 
णकताबों की ज़रूरत होगी? 

5. एक णकराना दकुान पर 144 णकलो 780 ग्ाम वज़नी 
फ्ोज़न सणबज़यों का एक णडबबा णडलीवर णकया गया । 
यणद णडबबे के अनदर समान वज़न के 15 बैग ्े, तो 
प्रतयेक बैग का वज़न कया ्ा?

ये दोनों सवाल सनदभथिगत माने जाते हैं । लेणकन यह सपष्ट ह ै
णक इनका उद्शेय णवद्ाण थ्ियों को एक संखया का दकूसरी से 
णवभाणजत करने का अभयास कराना ह ै। णनणचित रूप से णकसी 
भी णवचारिील णवद्ा्थी को आचियथि होगा णक एक णवणिष्ट 
ऊँचाई की मीनार कौन बनाना चाहगेा? यणद इसकी ज़रूरत ह ै
भी, तो णकसी के पास एक ही ऊँचाई की इतनी सारी णकताबें 
कयों होंगी और उसे ् ्पपी में पसुतकों की संखया पता करने की 
ज़रूरत कयों होगी? सणबज़यों के णडबबों के इतने सटीक वज़न 
की ज़रूरत कयों होगी?

6. एक कमरे की लमबाई, चौडाई और ऊँचाई रिमिः 24, 
18 और 12 िीट ह ै। सबसे लमबा टेप कौन-सा होगा 
णजसका उपयोग इनहें मापने के णलए णकया जा सकता ह?ै

इसके बारे में मदु्ा यह ह ैणक जब बचच ेमापने वाले टेप का 
उपयोग करते हुए दखेते हैं तो उनका सामानय अनभुव यह 
होता ह ैणक छोटी दकूरी को मापने के णलए बहुत लमबे टेप का 
उपयोग णकया जा सकता ह ै। यणद हम टेप को उिाना नहीं 
चाहते हैं और टेप के णपछले स्ान के अणनतम णबनद ुसे माप 
जारी नहीं रखना चाहते हैं तो हमें एक लमबे टेप की ज़रूरत 
होती ह ै। अनय्ा, हम णकसी भी टेप का उपयोग कर सकते 
हैं और लमबाई माप सकते हैं । इसणलए, हम 24 िीट से 
अणधक लमबाई वाले णकसी भी टेप का उपयोग कर सकते 
हैं, णजसमें 24 िीट लमबा टेप भी िाणमल ह ै। सवाल तैयार 
करने वालों का इरादा यह परीक्षि करना ्ा णक कया बचचा 
24, 18 और 12 का महत्तम समापवतथिक ढकूँढ सकता ह ैऔर 
कया वह उसे सबसे लमबे टेप के रूप में उपयोग कर सकता 
ह ैताणक अलग-अलग भागों/ टुकडों में मापने की ज़रूरत न 
हो । सवाल की िबदावली उसके उद्शेय से मले नहीं खाती 
ह ै। सवाल की भारा कभी-कभी असपष्ट हो सकती ह,ै लेणकन 
अपेणक्षत जवाब बहु-णवकलपों की अनमुणत नहीं दतेा ह ै।

सपष्ट रूप से, यहाँ णवचार यह ह ैणक बचचों से कुछ संणरियाए ँ
कराई जाए ँऔर वह भी कुछ णवणिष्ट प्रकार की संखयाओ ं

के सा् और सनदभथि केवल एक णदखावा ह ैजो संखयाओ ं
की अवधारिा या धारिा की समझ प्राप्त करने में कोई मदद 
नहीं करता ह ै। यह उनहें प्रणरियातमक सपष्टता भी प्रदान नहीं 
करता ह,ै कयोंणक वे जवाब के रूप में प्राप्त संखया को समझ 
नहीं पाते हैं और यह जानने का कोई तरीक़ा नहीं ह ैणक यह 
लगभग सही भी ह ैया नहीं ।

हालाँणक इन सभी को सवाल की भारा समझने का अभयास 
कहा जा सकता ह,ै लेणकन यह गणित को जीवन से जोडने 
और समबनध समझने के मामले में मदद नहीं कर पाते हैं । 
वासतव में, जणटल संखयाओ ंऔर कलन णवणधयों के बोणझल 
उपयोग से ये सवाल अकसर और जयादा पेचीदा हो जाते हैं । 
अकसर यह ताणकथि क रूप से सपष्ट नहीं होता ह ैणक हल तक 
कैसे पहुचँा जाए और णिक्षक के णलए समाधान के चरिों की 
रूपरेखा बताना आवशयक हो जाता ह ै। णवद्ा्थी इसे याद 
कर लेते हैं । लेणकन उनहें यह सपष्ट नहीं होता ह ैणक इस तरीक़े 
में सझुाई गई णवणिष्ट णवणध का पालन करने की ज़रूरत कयों 
ह ैऔर इससे जवाब कैसे णमल जाता ह ै।

यहाँ कुछ सवाल सझुाए गए हैं जो बचच ेके सनदभथि से बेहतर 
ढंग से समबधि हो सकते हैं ।

1. सरेुि रोज़ सबुह नहाने के णलए बालटी और मग का 
इसतेमाल करता ह ै। उसने दखेा णक भरी हुई बालटी से 

गणित कया टसे्ट
1. बॉब के पास 36 कैं डी बार हैं । वह 29 खा लेता 

ह ै। अब उसके पास कया ह?ै

मधुमेह
बॉब को मधुमेह है

णचत्र-3

णचत्र-4
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उसे पकूरे 12 मग पानी णमला । एक णदन, उसने पाया णक 
उसे केवल 9 मग पानी णमला । उसे एहसास हुआ णक मग 
नया ्ा । परुाने की तलुना में नए मग में कया अनतर रहा 
होगा?

यह अलग-अलग पारिों में पानी भरने से समबणनधत हो सकता 
ह ैऔर णदलचसप संवादों के सा्-सा् अनय अनभुव भी 
प्रदान कर सकता ह ैऔर धाररता को अनपुातों और णभननों 
से भी जोड सकता ह ै।

2. वगाथिकार टाइलों का उपयोग करके आप 144 वगथिमीटर 
क्षेरििल वाले वगाथिकार फ़िथि को भरने के णलए णवणभनन 
साइज़ की णकतनी टाइलों का उपयोग कर सकते हैं?

3. कया कोई आयताकार टाइल भी 144 वगथिमीटर के समान 
फ़िथि क्षेरििल को भर सकती ह?ै प्रतयेक णस्णत में णकस 
साइज़ के आयतों और णकतने आयतों की आवशयकता 
होगी?

4. यह दखेते हुए णक फ़िथि का क्षेरििल a2 वगथि मीटर ह,ै जहाँ 
‘a’ एक पकूिथि संखया ह,ै वगाथिकार टाइलों की समभाणवत 
साइज़ कया ह ैजो सतह को भर सकेगी?

धयान दें णक सवाल हर चरि में अणधक जणटल (और अणधक 
णदलचसप) होते जा रह ेहैं । यणद हम सवयं इन सवालों को हल 
करने का प्रयास करें, तो हम दखे सकते हैं णक यह संयोजनों 
की संखया की ओर ले जाता ह ै और ये अपने आप में 
अनवेरि के अवसर होते हैं । या कोई इससे आगे जा सकता 
ह ैऔर इसे इस तरह से हल करने का एक तरीक़ा ढकूँढने का 
प्रयास कर सकता ह ैजो संखयाओ ंके समभाणवत संयोजनों या 
वगाथिकार टाइलों के आकार के णलए एक सामानय सकूरि णनमाथिि 
की गुंजाइि दतेा हो ।

ऐसे सवाल समय की माँग हैं जो गणितीय वसतओु ं और 
अवधारिाओ ं को समझने और णजज्ञासा और रोमांच की 
भावना णवकणसत करने में णवद्ाण थ्ियों को सक्षम बनाते हों । 

ऐसे सवाल तैयार करने के दौरान एक अचछा मागथिदिथिक 
प्रश्न यह ह ै: अभयास कायथि दनेे का उद्शेय कया ह ैऔर हम 
गणित की प्रकृणत और उसके अणधगम को कैसे दखेते हैं? 
सवाल हल करने के णलए णिक्षा्थी को कया करना होगा? 
णकसी कायथि के उद्शेय गणित की नींव की हमारी समझ और 
अणधगम के मागथि की हमारी कलपना से उतपनन होते हैं । और 
आपने णिक्षा्थी को जो कायथि णदया ह ैउसमें यह सपष्ट होना 
चाणहए णक णिक्षा्थी को कया करना ह ै। 

इस समय इस प्रकार के सवाल यणद पकूरी तरह से अनपुणस्त 
नहीं तो दलुथिभ ज़रूर हैं णजनके इदथि-णगदथि सनदभथिगत संवाद 
सगुम बनाए जा सकते हैं । यह सच ह ैणक इनहें तैयार करना 
आसान नहीं ह,ै सा् ही यह भी समभव नहीं ह ैणक इन पर 
चचाथि के णलए जयादा समय णदया जा सके । आकलन के बारे 
में णचनता के चलते गणित सीखने-णसखाने की पकूरी प्रणरिया 
मखुयतः याद रखने और कलन णवणध पर केणनद्रत रहती ह,ै 
इसणलए समझने और गणित के बारे में अनवेरि करने और 
सहज महसकूस करने की णकसी भी वासतणवक क्षमता की कमी 
बनी रहती ह ै। सककू ली णिक्षा के णलए राषरिीय पाि्यचयाथि की 
रूपरेखा (NCF-SE) 2023 बताती ह ै णक “अकििांश 
आिलन तिनीिें  और सवाल तथ्ों, प्रकरि्ाओ ंऔर सतू्ों 
िगो ्ा्द रखने पर िेकनरित रहती हैं ।” अलबत्ता, आकलन 
का धयान समझ, तकथि  और इस बात पर केणनद्रत होना चाणहए 
णक णवणभनन सनदभभों में णकसी गणितीय तकनीक का उपयोग 
कब और कैसे णकया जाए । यह कोई नया णवचार नहीं ह ैऔर 
सदी की िरुुआत से ही और भारत के कुछ स्ानों में इससे 
भी पहले वयक्त णकया गया ह,ै लेणकन इसे स्ाणपत करने का 
तरीक़ा ढकूँढना बेहद कणिन रहा ह ै। यणद ऐसा णकया जाता ह,ै 
तो सककू ली णिक्षा के णलए राषरिीय पाि्यचयाथि की रूपरेखा 
(NCF-SE) में पररभाणरत गणित णिक्षा के लक्यों को पकूरा 
करने की कहीं अणधक समभावना होगी । 
समपाद् टीप : पाि्यपसुतकों से णलए गए सभी णचरि एनसीईआरटी 
की अनमुणत से प्रकाणित णकए जा रह ेहैं ।

हृदय ्ानत दीिान अज़ीम पे्रमजी फ़ाउंडेिन के सदसय हैं । उनस ेhardy@azimpremjifoundation.org पर समपकथि  
णकया जा सकता ह ै। 

अनुिाद : सबुोध जोिी    पुनरीक्ि : सिुील जोिी    ्ॉपी एणिटर : अनजु उपाधयाय
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प्रश्न :   
यणद िारीररक णिक्षा णिणक्षका द्ारा उपयोग की गई णवणध गणितीय रूप से सही ह ैतो कया आप उनकी ओर से चाप पर 
णबनद ुचनुने की णवणध बता सकते हैं, सा् ही कया इसके णनषपक्ष और सही होने को णसधि कर सकते हैं?

क्या रयालया फें क  
को टकूटरे टरेप सरे  
मयापया जया सकतया है?

ल के खले समारोह के णदन, 
िारीररक णिक्षा णिणक्षका ने दखेा 
णक मापने का टेप टकूटा हुआ ह ै
और उसे अभी तक बदला नहीं 

गया ह ै। भाला िें क सपधाथि 30 णमनट में िरुू होने 
वाली ह,ै और नया टेप लाने का समय नहीं ह ै। 
सपधाथि में जहाँ से भाला िें का जाता ह,ै उसके केनद्र 
से लेकर जहाँ भाला णगरता ह ै वहाँ तक की दकूरी 
मापने की आवशयकता होती ह ै (दखेें णचत्र-1) । 
यह दकूरी आमतौर पर 10 से 60 मीटर तक होती ह ै। 
समसया यह ह ैणक टकूटा हुआ टेप केवल 12 मीटर 
तक ही माप सकता ह ै।

इस समसया के समाधान के णलए णिणक्षका ने भाला 
िें क क्षेरि का खाका बदल णदया । उनहोंने रससी की 
मदद से णबनद ु O से उसके आस-पास वतृ्ताकार 
चाप बनाई,ं उनहोंने हर चाप के बीच 10 मीटर का 

णचत्र-1: भाला िें क सपधाथि के णलए खाका

णचत्र-2 : संिोणधत खाका

उत्तर के णलए पेज 59 दखेें।

सककू

अनुिाद : िौयाथि बरताररया           पुनरीक्ि : प्रणतका गपु्ता        ्ॉपी एणिटर : अिसाना पिान

फ़ासला रखा (दखेें णचत्र-2) । ऐसा करने के पीछे उनकी सोच ्ी णक अब जहाँ भी भाला णगरेगा वहाँ से केवल णनकटतम 
चाप तक की दकूरी मापनी होगी ।

इस बदले हुए खाके के सा् सपधाथि िरुू होती ह ै। हालाँणक, सपधाथि के अनत में, उपणवजेता ने णिणक्षका की णवणध की णनषपक्षता 
पर सवाल उिाया । उसका सवाल ्ा णक (दकूरी मापने के णलए) णनकटतम चाप पर णबनद ुकैसे चनुा गया और इस तरीक़े की 
वैधता पर भी सवाल ्ा ।

भाला णगरने का णबनद ु

भाला णगरने का णबनद ु

रनवे

रनवे

क्षेरि का केनद्र

क्षेरि का केनद्र

राला णगरने 
्ा के्त्र

राला णगरने 
्ा के्त्र

िें
क

ने
 क

ी च
ाप

िें
क

ने
 क

ी च
ाप

िें कने की दकूरी

िें कने की दकूरी
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णडम णडणजट्स” नामक खले उचच सतरीय णचनतन कौिल की माँग 
करता ह ै। यह खले सभी णखलाणडयों के णलए एक साझा बोडथि के 
सा् िरुू होता ह ै। बोडथि मकूलतः दो बहु-अकंीय पकूिथि संखयाओ ंके 

सा् जोड, घटा या गिुा करने के णलए ह ै। इसमें संणरियाए ँणनधाथिररत होती हैं । 
सा् ही यह भी णनधाथिररत होता ह ैणक संणरिया के णलए इसतेमाल होने वाली प्रतयेक 
पकूिथि संखया णकतने अकंों की होगी । अलबत्ता, इन संखयाओ ंके अकंों की जगह 
खाली छोड दी जाती ह ै। जैसे ही सगुमकताथि प्रतयेक अकं का नाम बताता ह,ै 
णखलाडी तरुनत उनहें बोडथि पर रखते हैं । एक बार रख ेजाने के बाद अकं की णस्णत 
नहीं बदली जा सकती । अग्िी (पहला) अकं िकूनय नहीं हो सकता; अ्ाथित 
इसे णकसी भी संखया के सबसे बाए ँखाने में नहीं रखा जा सकता । यणद णकसी 
णखलाडी को ऐसा करने के णलए मजबकूर णकया जाता ह,ै तो उसे अयोगय घोणरत 
कर णदया जाता ह ै। यणद णखलाडी योग, अनतर या गिुनिल को अणधकतम करने 
का णवकलप चनुते हैं, तो णवजेता वह होता ह ैणजसका पररिाम अणधकतम ह ै
 (योग, अनतर और गिुनिल) । अलबत्ता, णखलाडी नयकूनतम पररिाम का लक्य 
भी चनु सकते हैं । दोनों ही मामलों में, णखलाणडयों को यह सोचना पडता ह ै
णक अपने पररिाम को इष्टतम बनाने के णलए प्रतयेक अकं को कहाँ रखा जाए । 
प्रतयेक खले के बाद सववोतम पररिाम पर चचाथि करना एक अचछा णवचार होगा । 
खले पर अणधक णववरि https://shorturl.at/hkxV3   पर दखेा जा सकता 
ह ै। 

हम 2-अकंीय × 2-अकंीय गिुन के णलए उक्त खले खले 
रह े ्े और गिुनिल को अणधकतम करना चाहते ्े । 
णदए गए अकं 2, 5, 8 और 9 ् े, हालाँणक ज़रूरी नहीं णक 
इसी रिम में हों । अणधकतम समभव गिुनिल पर चचाथि 

की-वर्ड : ति्भ  िरना, स्बनि बनाना, रिनीकत बनाना, गकित िे खले

क
क्

षा म
ें

गिुनफल को इटितम बनयानया
पयाशश्वविक सोच करे  कुछ शयानदयार उपयोग

स्पातदी सरकपार “रै

×

णचत्र-1

https://shorturl.at/hkxV3
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करते समय, यह णबलकुल सपष्ट ् ा णक 2 और 5 को इकाई के स्ान पर होना चाणहए, जबणक 8 और 9 को दहाई के स्ान पर होना 
चाणहए । उचच अकं अग्िी (पहले) अकं होने चाणहए और णनमन अकं इकाई स्ान पर होने चाणहए, यह णनषकरथि हमें ऐसी चचाथिओ ं
से णमल जाता ह ैलेणकन 95 × 82 या 92 × 85 में से कौन-सा बडा ह?ै णब ना गिना णकए हम इसका पता कैसे लगा सकते हैं?

एक णखलाडी ने तकथि  णदया णक 92 × 85 बडा होगा कयोंणक 92 – 85 = 7 का अनतर छोटा ह ै(95 – 82 = 13 के अनतर की 
तलुना में) । उसने तकथि  णदया णक गिुनिल को अणधकतम करने के णलए, संखयाओ ंके बीच के अनतर को कम-से-कम णकया 
जाना चाणहए ।

कया यह सही ह?ै

1. कया आप णनमनणलणखत की जाँच कर सकते हैं?

 क. 73 × 52 = ---------------- बनाम 72 × 53 = ----------------

 ख. 61 × 84 = ---------------- बनाम 64 × 81 = ----------------

 ग. 92 × 41 = ---------------- बनाम 91 × 42 = ----------------

 घ. 85 × 72 = ---------------- बनाम 82 × 75 = ----------------

2. कया यह 2-अकंों से आगे सामानयीकृत होता ह?ै 

 क. 95 × 3 = ----------------  बनाम 93 × 5 = ----------------

 ख. 84 × 2 = ----------------  बनाम 82 × 4 = ----------------

 ग. 743 × 12 = ---------------- बनाम 123 × 74 = ----------------

 घ. 854 × 23 = ---------------- बनाम 234 × 85 = ----------------

3. कया यह तब भी सामानयीकृत होता ह ैजब सबसे बडा अकं (पहला) अग्िी अकं नही होता?

 क. 36 × 4 = ----------------  बनाम 34 × 6 = ----------------

 ख. 59 × 28 = ----------------  बनाम 58 × 29 = ----------------

 ग. 190 × 46 = ---------------- बनाम 140 × 96 = ----------------

4.  27 × 35 = ----------------के अनतराल के सा् 35 - 27 = ---------------- बनाम 73 ×  52 = ---------- के 
अनतराल के सा् 73 – 52 = 21? इस मामले में यह काम कयों नही करता?

यह णवचार उस जाने-माने पररिाम से णलया गया ह ैणक णकसी आयत का क्षेरििल अणधकतम होता ह ैयणद वह एक वगथि ह ै।  
खोज-बीन करके कोई भी दखे सकता ह ैणक वासतव में, जैसे-जैसे कोई आयत, एक वगथि के करीब आता जाता ह,ै उसका क्षेरििल 
बढता जाता ह ै। अब एक आयत एक वगथि के करीब तभी पहुचँता ह ैजब रिमागत भजुाओ ंके णकसी भी जोडे की लमबाई अणधक- 
से-अणधक बराबर हो जाती ह ै। या दकूसरे िबदों में, जब दो रिमागत भजुाओ ंकी लमबाई के बीच अनतर कम-से-कम होता जाता ह ै।

लेणकन इष्टतम बनाने के इस काम को करने के णलए एक और ितथि ह ैणजसे पकूरा णकया जाना चाणहए । ितथि ह ैणक भजुाओ ंकी 
लमबाईयाँ बदलने के सा् आयत का पररमाप नहीं बदलना चाणहए ।

इसका हमारी समसया से कया समबनध ह?ै

दो आयतों पर णवचार करें ।
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सिाती सर्ार अज़ीम पे्रमजी णवश्वणवद्ालय के सककू ल ऑि कंटीनयकूइगं एजकेुिन एडं यकूणनवणसथिटी ररसोसथि सेंटर में सहायक 
प्राधयापक हैं । गणित उनके जीवन का दकूसरा ्पयार ह ै(पहला णचरिकला ह)ै । वे भारतीय सांणखयकी संस्ान से बी.सटैट-एम.
सटैट और वाणिगंटन णवश्वणवद्ालय णसऐटल से गणित में एमएस हैं । वे एक दिक से अणधक समय से बचचों और णिक्षकों 
के सा् गणित णवरय पर काम कर रही हैं । णविरे रूप से ओररगामी आधाररत णकसी भी चीज़ में उनकी गहरी रुणच ह ै। 
सवाती से swati.sircar@apu.edu.in पर समपकथि  णकया जा सकता ह ै।

अनुिाद : णहमांि ुबावनकर     पुनरीक्ि : सिुील जोिी     ्ॉपी एणिटर : प्रणतका गपु्ता

1. 2, 5, 8, 9 के णलए नयकूनतम गिुनिल कया होगा?

2. यणद आप 2-अकंीय × 2-अकंीय के णलए गिुनिल को इष्टतम करना चाहते हैं तो आप कैसे रिनीणत बनाएगँे?

3. आप 2-अकंीय × 3-अकंीय के गिुनिल को इष्टतम करने की रिनीणत कैसे बनाएगँे?

सोचने ्े णलए

आयत ् आयत ख

लमबाई-चौडाई 95 सेमी × 82 सेमी 92 सेमी × 85 सेमी 

पररणमणत 2 (95 सेमी+82 सेमी) = 2 × 177 सेमी 2 (92 सेमी + 85 सेमी) = 2 × 177 सेमी

क्षेरििल 95 सेमी × 82 सेमी = 7790 सेमी2 92 सेमी × 85 सेमी = 7820 सेमी2

चकूणँक हमने पहले ही 2 और 5 को इकाई के रूप में त्ा 8 और 9 को दहाई के रूप में तय कर णलया ्ा, जोड के रिम-णवणनमय 
और साहचयथि गिुों के संयोजन का उपयोग करते हुए हमें एक ही योग प्राप्त होता ह,ै अ्ाथित 

                 95 + 82 = 90 + 5 + 80 + 2

                        = 90 + 2 + 80 + 5

                        = 92 + 85

यह योग और कुछ नहीं बणलक आयत A और B के पररमाप का आधा ह ै। इसणलए इस मामले में णनणचित पररमाप की ितथि पकूरी 
होती ह ै। अब क्षेरििल और कुछ नहीं बणलक इन संखयाओ ंका गिुनिल ह ै। इसणलए, जब संखयाए ँक़रीबी होती हैं तो क्षेरििल 
अणधकतम हो जाता ह ै।

इसणलए सामानय तौर पर कहें तो यणद दो संखयाओ ंका योग समान ह,ै तो उनका गिुनिल तब अणधकतम होता ह ैजब उनका 
अनतर सबसे कम होता ह ै।

नोट : कया ऊपर णदए प्रश्न 4 में संखयाओ ंकी दो जोणडयों के णलए योग समान रहता ह?ै

एक टॉणपक से आगे जाना आसान नहीं होता । लेणकन इस णखलाडी ने धयान णदया णक 2-अकंीय × 2-अकंीय गिुा के खले में 
(जब बडे अकंों को दहाई के स्ान पर रखा गया हो) संखयाओ ंका योग बराबर रहता ह ै। अत: वह इसे णनणचित पररमाप की ितथि 
से जोड पाया । उसने धयान णदया णक गिुनिल और कुछ नहीं बणलक आयत का क्षेरििल ह ै। और इस आधार पर उसने क्षेरििल 
के पररिाम को गिुनिल को अणधकतम करने में उपयोग कर णलया । णकसी अकंगणितीय सवाल को हल करने में यह क्षेरिणमणत 
का बेहतरीन उपयोग ह!ै!

खलेों के इस समकूह का मकूल णवचार णवद्ाण थ्ियों को बेईमानी (cheating) करने या एक-दकूसरे से नक़ल करने से रोकना ्ा । 
अलबत्ता, यह उससे कहीं अणधक साणबत हुआ ।
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षरिीय णिक्षा नीणत (एनईपी—2020) बणुनयादी गणितीय कौिलों में 
सीखने के गमभीर संकट को सामने रखती ह ै। तमाम सरकारी और 
ग़ैर-सरकारी सवधे भी यही बताते हैं । यह संकट इतना गमभीर कयों ह?ै 

एक बार बणुनयादी गणितीय कौिलों में णपछडने के बाद, वरभों तक णवद्ाण थ्ियों 
के सीखने का प्रगणत-प् बढता हुआ न होकर सपाट ही बना रहता ह,ै और वे 
कभी भी उस सतर तक नहीं पहुचँ पाते हैं, णजस सतर पर णिक्षि चल रहा होता 
ह ै। यह कई णवद्ाण थ्ियों के णलए सककू ल नहीं जाने का या सककू ल को पकूरी तरह छोड 
दनेे का बडा कारि बन जाता ह ै।

भाग (division), गणित का ज़रूरी णवरय ह ै। बदणक़समती से प्रा्णमक सककू लों 
के जयादातर बचच े इसमें अकसर ग़लणतयाँ करते और इससे जकूझते णमलते 
हैं । यह लेख मखुय रूप से णजन बातों पर केणनद्रत ह,ै वे हैं — भाग कलन 
णवणध (division algorithm) का इसतेमाल करते हुए णवद्ा्थी णकस तरह 
की ग़लणतयाँ करते हैं, इन ग़लणतयों के कया समभाणवत कारि हैं और कौन-से 
णिक्षििास्त्रीय तौर-तरीक़ों से इनका समाधान णकया जा सकता ह ै। सा् ही 
यह लेख इबारती सवालों (word problems) को हल करने के अलग-अलग 
सनदभभों में भागिल का आकलन करने, नतीजे का सतयापन करने और भाग की 
अवधारिा को समझने के महत्व को प्रमखुता से प्रसततु करता ह ै।

आइए, एक सवाल से िरुू करते हैं : यणद कोई णवद्ा्थी भाग कलन णवणध का 
इसतेमाल करता ह ैतो कया वह जाँच सकता ह ैणक भागिल सही ह ैया नहीं? 
इसका जवाब ह ै हाँ, वह भागिल के आकलन और सतयापन से ऐसा कर 
सकता ह ै। हालाँणक, हमारी अणधकतर कक्षाओ ंमें पढाने के दौरान आकलन 
और सतयापन पर जयादा धयान नहीं णदया जाता ह ै।

की-वर्ड : प्रकरि्ागत समझ; अविारिातमि समझ; राग िलन कवकि; 
टीएलएम 

रयाग कलन विधि  
को शसखयानरे  
करे  ढंग पर कुछ विचयार
अर्धेन्दु शेखर दपाश रा
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1. नोट : यहाँ 242 ÷ 22 के उदाहरि का इसतेमाल णकया गया ह ै । जब 242 को 240 और 22 को 20 में  सणननकटन णकया जाता ह,ै तो जो उत्तर 
णमलता ह ैवह सही जवाब के काफ़ी क़रीब होता ह ै । लेणकन, यह ज़रूरी नहीं ह ैणक हर बार मामला ऐसा ही हो  । णमसाल के तौर पर, 242 को 16 
से भाग दें, तो 16 भी 20 पर सणननकणटत होता ह ै । इससे अनमुाणनत उत्तर 12 णमलता ह,ै जबणक 242 ÷ 16 तक़रीबन 15 के बराबर होता ह ै । यहाँ 
महत्वपकूिथि यह ह ैणक हम उस अनमुाणनत सीमा को पा सकते हैं, णजसके बीच सही उत्तर आता ह ै । कृपया इसी अकं में ‘बहु-अकंीय णवभाजकों’ 
(Multi-Digit Divisors) पर लेख को पढें, णजसमें आकलन पर जयादा णवसतार से चचाथि की गई ह ै ।

गणित में आ्लन सटीक जवाब को जाँचने के रिम में णकसी अनमुाणनत उत्तर का मोटा-मोटा पररकलन (calculation) करने 
की प्रणरिया ह ै। इसके णलए सोचने का ऊँच ेदजधे का कौिल चाणहए । भाग करना णसखाने का बहुत ज़रूरी णहससा भागिल का 
आकलन करना णसखाना ह ै। इस कौिल का इसतेमाल करके णवद्ा्थी भाग के सवाल का अनमुाणनत जवाब पा सकते हैं । इससे 
वे यह भी जाँच सकते हैं णक उनका जवाब णकतना सही ह ै। भागिल का आकलन करने का एक तरीक़ा भाजय (dividend) 
और भाजक (divisor) को उनकी क़रीबी संखया से सणननकटन करना ह ै। आइए, 242 ÷ 22 के भाग के सवाल में भागिल के 
आकलन को समझते हैं । भाजय 242 और भाजक 22 को उनकी सबसे क़रीबी दहाई (Tens) संखया पर सणननकटन करने पर हमें 
रिमिः 240 और 20 की संखयाए ँणमलती हैं । ऐसे में, हम मन-ही-मन 240 ÷ 20 का पररकलन करेंगे, जो णक 24 ÷ 2 = 12 
होगा । इस तरह, 242 को 22 से भाग दनेे पर भागिल का आकलन 12 होगा ।1 यह करने के णलए णवद्ा्थी को संखयाओ ंका 
सणननकटन करने के णलए, दहाई की घातों (powers) से भाग दनेे और पहाडों (Tables) में माणहर होना ज़रूरी ह ै।

भाग का एक और महत्वपकूिथि पहलकू ‘नतीजे का सतयापन’ ह ै। भाग णसखाते वक़त हमें णवद्ाण थ्ियों से कहना चाणहए णक वे पता 
लगाए ँणक भाजय, भाजक, भागिल और िरे के बीच कया समबनध ह ै। भाग के णवणभनन सवालों में इनके बीच समबनध पर धयान 
दकेर इनके समबनध का पता लगाया जा सकता ह ै। इस बानगी के आधार पर णवद्ा्थी इनके समबनध को ऐसा पाएगँे— “भाजय = 
भाजक × भागिल + िरे” । और इस तरह, वे इस समबनध का इसतेमाल करके भागिल का सतयापन करने के णलए प्रोतसाणहत 
होंगे । उदाहरि के णलए, 517 को 5 से भाग दनेे पर णकसी णवद्ा्थी को भागिल 13 और िरे 2 प्राप्त होता ह ैतो वह णवद्ा्थी 
भागिल का सतयापन इस प्रकार कर सकता ह ै—

भाजक × भागिल + िरे = 5 × 13 + 2

                                    = 65 + 2 = 67

यह भागिल 517 के बराबर नहीं ह ै। यह नतीजा णवद्ा्थी को सतकथि  कर दतेा ह ैणक भागिल सही नहीं ह ै।

भाग की अिधारिा ्ो समझने ्ी अहणमयत : इबारती सवालों को हल करने में णवद्ाण थ्ियों के णलए चनुौती यह समझना 
ह ैणक कौन-सी संखया संणरिया (number operation) का इसतेमाल णकया जाए । जयादातर णवद्ा्थी सवाल के भीतर के संकेत-
िबदों (cue words) से अनदाज़ा लगाने की कोणिि करते हैं और उस िबद से जडुी संणरिया का इसतेमाल करते हैं । लेणकन यह 
ज़रूरी नहीं ह ैणक वह िबद उस संणरिया को इणंगत कर रहा हो और इस ओर भी इिारा कर रहा हो णक इसमें कौन-सी संखयाए ँ
िाणमल हैं । आइए, इस बात को यहाँ दो उदाहरिों से समझते हैं ।

उदाहरि 1 : यणद 40 केकों को समान रूप से 4 ्ैलों में रखा गया ह,ै तो हर ्ैले में णकतने केक होंगे?

उदाहरि 2 : राजेि 40 केक बनाता ह ैऔर उनहें 10-10 के णडबबों में रखता ह ै। उसे णकतने णडबबे चाणहए होंगे?

उदाहरि 1 में णरिया णविरेि ‘समान रूप से’ इस ओर इणंगत करता ह ैणक प्रश्न को हल करने के णलए भाग की ज़रूरत ह,ै जबणक 
उदाहरि 2 के प्रश्न में ऐसा कोई संकेत-िबद नहीं णदया गया ह,ै तो णवद्ा्थी को प्रश्न का हल करने के णलए इसमें बताई गई णस्णत 
को समझना पडेगा । इसणलए, भाग की अवधारिा के णवणभनन सनदभभों को समझने की आवशयकता ह ैऔर बतौर णिक्षक, भाग 
के बारे में पढाते समय हमें इनमें से कुछ सनदभभों के बारे में बचचों के सा् चचाथि करने की ज़रूरत ह ै।

प्रा्णमक कक्षाओ ं में भाग णसखाने के णलए णजन दो सनदभभों का इसतेमाल णकया जाता ह,ै वे ‘समान सहभाजन’ (equal 
sharing) और ‘समान समकूहन’ (equal grouping) से जडेु हुए हैं ।

समान सहराजन : इस सनदभथि में हमें मालकूम करना होता ह ैणक जब णकसी दी गई तादाद को कई समान णहससों में बाँटा जाता 
ह ैतो हर णहससे में उस तादाद की णकतनी मारिा होती ह ै। उदाहरि के णलए, एक टोकरी में 6 आम हैं और इनहें 3 णवद्ाण थ्ियों में 
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बाँटना ह ै। हर णवद्ा्थी को णकतने आम णमलेंगे? इस सनदभथि की समझ बनाने का सबसे आसान तरीक़ा यह ह ैणक एक बार में हर 
णवद्ा्थी को एक-एक आम दतेे हुए तब तक आम बाँटे जाए,ँ जब तक णक सभी आम समान रूप से न बँट जाए ँ। 

समान समकूहन : इस सनदभथि में हमें यह मालकूम करना होता ह ैणक णकसी दी गई तादाद में से णकसी तय माप के णकतने णहससे प्राप्त 
णकए जा सकते हैं । उदाहरि के णलए, यणद एक टोकरी में 6 आम हैं और हम 2-2 आमों के पैकेट बना रह ेहैं, तो हम णकतने पैकेट 
बनाएगँे? यह सवाल 6 आमों में से 2-2 आमों के समकूहों का पता लगाने के बारे में ह ै। बार-बार घटाते हुए, इसका पता लगाया 
जा सकता ह ै।

राग ्लन णिणध ्ो अमल में लाते समय होने िाली ग़लणतयाँ : मैंने पाया ह ैणक णवद्ा्थी भाग कलन णवणध में ग़लणतयाँ 
इसणलए करते हैं कयोंणक उनहें भाग, घटाना, गिुा और स्ानीय मान की अवधारिाओ ंकी िीक से समझ नहीं होती ह ै। हम पाते 
हैं णक अगर भागिल में ‘िकूनय’ को छोड णदया जाए तो 416 ÷ 4 के भाग का उत्तर 14 आता ह;ै लेणकन जैसा णक पहले बताया 
गया ह,ै हम यह सतयाणपत कर सकते हैं णक 416 ÷ 4 का उत्तर 14 नहीं हो सकता ह ै। इसकी जाँच इस तथय 
से होती ह ैणक 14 × 4 = 56 होता ह,ै जो भाजय 416 के बराबर नहीं ह ै(दखेें णचत्र-2A) । या णिर णवद्ा्थी 
यह आकलन कर सकते हैं णक भागिल 14 नहीं हो सकता ह ैकयोंणक जब हम 400 ÷ 4 का भाग करते हैं 
तो भागिल 100 आता ह,ै यानी इस सवाल में भागिल 100 से जयादा ही होना चाणहए ।

मैंने कक्षा 4 के णवद्ाण थ्ियों को पकूिाांकों का भाग करने के णलए कुछ सवाल णदए । मैंने दो णबनदओु ं पर 
णवद्ाण थ्ियों के जवाबों का णवशे्रि णकया — बचच ेकया जानते हैं, और उनहें कया समझने की ज़रूरत ह ै। 
आइए, बचचों के कुछ जवाबों पर ग़ौर करते हैं ।

18 ÷ 7 के भाग के प्रश्न का पहला जवाब (णचत्र-1) बताता ह ैणक णवद्ा्थी को भाग की 
प्रणरिया तो मालकूम ह,ै लेणकन उसकी पकूरी समझ नहीं ह ै। यहाँ णवद्ा्थी को यह नहीं पता 
ह ैणक कब सारे स्ानों का भाग पकूरा होता ह,ै और कया भाग का एक और चरि करने की 
ज़रूरत ह ैया नहीं । इसके सा् ही, भागिल में णलखा नतीजा णदखाता ह ैणक णवद्ा्थी को 
भाग के गिु की जानकारी नहीं ह ै— णक पकूिाांकों के भाग में भागिल हमिेा भाजय से कम 
होगा । उत्तर को सतयाणपत करने के णलए आकलन का इसतेमाल भी णकया जा सकता ह ै। 

मैं 416 ÷4 के सवाल के दो जवाबों को यहाँ पेि कर रहा हटू ँ। पहला जवाब (णचत्र-2A) 
णदखाता ह ैणक णवद्ा्थी ने एक बार में एक ही स्ान का भाग करने का तरीक़ा नहीं अपनाया 
ह ै। जब 4 सौ का 4 से भाग णदया गया तो सैकडे के स्ान पर भागिल 1 आया । लेणकन 
णिर, दहाई और इकाई के स्ानों को एक करते हुए 16 इकाई बना ली गई, णजसे 4 से 
भाग णदया गया, और इसका नतीजा भागिल में इकाई अकं में 4 आया । यहाँ णवद्ा्थी से 
स्ानीय मान की प्रिाली के आधार पर भागिल नहीं णलखा गया । उसने 104 के बजाय 
इसे 14 मान णलया । दकूसरे जवाब (णचत्र-2B) के मामले में हम दखेते हैं णक णवद्ा्थी ने 4 
को 0 से गिुा करने में ग़लती की ह ै। बचच ेअकसर ऐसी ग़लती करते हैं । ऐसा जयादातर 
इसणलए होता ह ैकयोंणक पहाडे णसखाते वक़त हम गिुा की िरुुआत 0 के बजाय 1 से करते 
हैं । बाद में, इस णवद्ा्थी ने इकाई के स्ान पर 6 को छोड णदया, और यह मान णलया णक 
भाग पकूरा हो गया ह ै। इन दोनों ही मामलों में भागिल का आकलन णवद्ाण थ्ियों के णलए 
मददगार साणबत होता ।

अब 835 ÷8 का सवाल लेते हैं । पहले जवाब (णचत्र-3A) में हम समझ सकते हैं णक बचच े
से यह धयान रखने में चकूक हुई ह ैणक 8 के बाद णसफ़थि  3 दहाई होगी णजसमें 8 का भाग दनेा 
ह;ै इसने भागिल में दहाई के स्ान पर 0 णदया होता । इसके बजाय णवद्ा्थी ने 35 इकाई 
का 8 से भाग द ेणदया । जबणक दकूसरे जवाब (णचत्र-3B) में बचचा 35 इकाई में 8 का भाग 
दतेे समय सही भागिल को णलख पाया ।

णचत्र-2

A B

णचत्र-3

A B

णचत्र-4

A B

णचत्र-1
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णचत्र-4 में णदए गए दो जवाबों में अनतर भागिल के सतयापन की ज़रूरत का मज़बकूत पक्ष पेि 
करता ह ै। णचत्र-4B सही प्रणरिया और भागिल को णदखाता ह,ै और बताता ह ैणक बचच ेने हर 
स्ान के चरि-दर-चरि भाग की पालना की ह ै। णचत्र-4A में णजस णवद्ा्थी का जवाब दिाथिया 
गया ह,ै उसे इस तरह से अपने भाग की जाँच करने के णलए प्रोतसाणहत णकया जा सकता ह-ै 

भाजक × भागिल + िरे = 5 × 61 + 2

                                        = 305 + 2 = 307

यह भागिल 3007 के बराबर नहीं ह ै। इस नतीजे से णवद्ा्थी को सतकथि  हो जाना चाणहए णक 
भागिल सही नहीं ह ै।

णचत्र-5 में, 6359 ÷ 4 के भाग में बचच ेसे िायद इसणलए ग़लती हुई ह ैकयोंणक उसने अकंों को 
उनके सही स्ान पर नहीं णलखा ह,ै यानी इकाई के नीच ेइकाई, दहाई के नीच ेदहाई आणद । अकंों को अपनी सही जगह पर नहीं 
रखने के कारि णवद्ा्थी दहाई के स्ान पर मौजकूद 5 को णलखने से चकूक गया होगा । चार या अणधक अकंों वाली संखयाओ ंके 
भाग में आमतौर पर इस प्रकार की ग़लणतयाँ दखेने को णमलती हैं । इससे पता चलता ह ैणक बडी संखयाओ ंके भाग का काम िरुू 
करने से पहले, यह आकलन करने पर ज़ोर णदया जाना चाणहए णक इससे णकस तरह का जवाब णमल सकता ह ै। अपेणक्षत उत्तर का 
आकलन करके ही कलन णवणध की औपचाररक प्रणरिया िरुू करनी चाणहए ।

ऊपर णदए गए जवाबों से हम इस नतीजे पर पहुचँ सकते हैं णक बचच ेजो बणुनयादी ग़लणतयाँ करते हैं वे इस प्रकार हैं—

•	 स्ानीय मान की िीक से समझ न होना ।

•	 यह सपष्ट न होना णक िकूनय से गिुा करने पर कया होता ह?ै कुछ णवद्ा्थी ऐसा मानते हैं णक 4 × 0 = 1 या 4 होता ह ै।

•	 यह नहीं समझ पाना णक सभी स्ानों का भाग हो चकुा ह ैया नहीं । भाग कलन णवणध में, एक बार में एक स्ान का भाग 
करना अचछा रहता ह ै। इसमें महारत होने के बाद आप दो स्ानों को णमलाकर भी भाग द ेसकते हैं, लेणकन भागिल णलखते 
समय सावधानी बरतनी चाणहए ।

•	 भाग के प्रश्न के उत्तर को जाँचने के णलए आकलन के कौिल का इसतेमाल नहीं करना ।

यह समझना महत्वपकूिथि ह ैणक भाग की कलन णवणध णसखाते वक़त णवद्ाण थ्ियों के सा् कैसे काम णकया जाए, णजससे णक वे इस 
प्रणरिया की अवधारिा को समझ पाए ँऔर उनसे कम-से-कम ग़लणतयाँ हों ।

णिक्षि के तरीक़े में, हम िरुुआत में िोस वसतओु ंको लेते हैं और णिर उनहें भाग कलन णवणध के प्रतीकातमक सवरूपों से जोडते 
हैं । भाग कलन णवणध की अवधारिा और प्रणरिया को समझाने में काम आ सकने वाली णिक्षि अणधगम सामणग्यों (टीएलएम) 
में से एक डींस बलॉक (Dienes blocks) ह ै। इसके ज़ररए णवद्ा्थी पकूरी प्रणरिया को अपने सामने साकार होते दखे सकते हैं 
और कलन णवणध को इस तरह समझ सकते हैं णक णजसके बाद वे णकतने भी अकंों वाली संखया की भाग कलन णवणध को कर 
सकते हैं । यहाँ णिक्षक को चाणहए णक वह पकूरे समकूह के सा् चचाथि के 
बाद णवद्ाण थ्ियों को णवणभनन सवालों के णलए टीएलएम के सा् काम 
करवाए ँ।

आइए, ‘452 ÷ 4 = ?’ के उस उदाहरि को दखेें, णजसका इसतेमाल 
मैंने अपनी णिक्षि पधिणत को बतलाने के णलए णकया ्ा । हमारी 
िरुुआती चचाथि में, णवद्ाण थ्ियों का आकलन होता ह ै णक इस प्रश्न 
का उत्तर 100 से कुछ जयादा होगा । णिक्षक उनसे डींस बलॉक का 
इसतेमाल करते हुए 452 को णदखाने के णलए कहते हैं । इसके बाद, 
सैकडा, दहाई और इकाई के बलॉकों के ज़ररए ज़मीन पर स्ानीय मान 

णचत्र-5

णचत्र-6

सै्डा       दहाई         इ्ाई
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णचत्र-8

सै्डा       दहाई         इ्ाई सै द इ

का चाटथि बनाया जाता ह,ै णजसमें णवद्ा्थी उपयकु्त डींस बलॉक रखते हैं । इस प्रणरिया के दौरान अवधारिातमक समझ को जाँचने 
के णलए कुछ सवाल पकूछे जाते हैं, जो इस प्रकार हैं—

•	 452 में णकतने सैकडा, दहाई और इकाई हैं?

•	 कया हम 12 = .................... इकाई णलख सकते हैं?

•	 कया हम 52 = 4 दहाई + 12 इकाई णलख सकते हैं?

इसके बाद, णिक्षक भाग कलन णवणध की अवधारिा पर चचाथि करने के णलए समान सह-भाजन की अवधारिा का इसतेमाल 
करते हैं । समान सह-भाजन की प्रणरिया को णदखाने के णलए णिक्षक चार वतृ्त बनाते हैं, और प्रश्न के प्रतीकातमक सवरूप को भी 
णलखते हैं और उनहें इस प्रणरिया से जोडते हैं ।

चरि 1 : पहले, 4 सैकडे को 4 से भाग कररए । यानी, 4 सैकडे को 4 समकूहों में बाँणटए । हम पाते हैं णक हर समकूह में 1 सैकडा ह,ै 
णजसका मतलब हुआ णक भागिल 1 ह ैऔर िरे िकूनय ह ै। इस प्रणरिया को समझाते हुए हम सा्-सा् ही प्रतीकातमक सवरूप 
को भी णलखते जाते हैं ।

सै्डा       दहाई         इ्ाई
सै द इ

णचत्र-7
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चरि 3 : यहाँ, िरे दहाई को 4 समकूहों में बाँटा नहीं जा सकता ह ैलेणकन उसको इकाई में बदला जा सकता ह ै। तो, वहाँ पहले 
से मौजकूद 2 इकाई में 10 दहाई को जोडने पर हमें 12 इकाई णमलती हैं ।

चरि 2 : अब हम दकूसरे स्ान की ओर बढते हैं, यानी णक दहाई का स्ान (दखेें णचत्र-8) । यहाँ 5 दहाई हैं, और हमें इनहें 4 से 
भाग करना ह ै(यानी, 4 समकूहों में बाँटना ह)ै । सभी बलॉकों को दखेने पर, हम इस नतीजे पर पहुचँते हैं णक हमारे पास हर समकूह में 
1 दहाई ह ै। तो हम भागिल में दहाई के स्ान पर 1 णलखते हैं और िरे 1 दहाई रहती ह ै।

णचत्र-9

सै्डा       दहाई         इ्ाई सै द इ

णचत्र-10

सै्डा       दहाई         इ्ाई सै द इ

चरि 4 : अब हम 12 इकाई को 4 समकूहों में बाँटेंगे । हमें हर समकूह में 3 इकाई णमलेगी; यानी भागिल में इकाई के स्ान पर 3 
ह ैऔर िरे कुछ भी नहीं ह ै। 

इस तरह, जब हम 452 का 4 से भाग करते हैं तो हमें 1 सैकडा, 1 दहाई और 3 इकाई णमलते हैं; यानी, 452 ÷ 4 = 113

इसे भाग कलन णवणध में प्रदणिथित करते हुए हम भाग करने, गिुा करने, घटाने के चरिों को दोहराए ँऔर अगले स्ान को तब तक 
नीच ेलाते रहें जब तक णक सभी स्ान का भाग नहीं हो जाता ।
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णिक्षक 452 ÷ 4 की प्रणरिया और इसके प्रतीकातमक सवरूप पर चचाथि के 
बाद, णवद्ाण थ्ियों को समकूहों में डींस बलॉक2 के सा् काम करते हुए कुछ 
और सवाल हल करने के णलए द ेसकते हैं, जैसे णक 204 ÷ 2, 320 ÷ 4 
इतयाणद । णिक्षक धयान दें णक बचच ेकया प्रणरिया अपना रह ेहैं, और णजन 
समकूहों को ज़रूरत हो उनहें मदद करें । इसका अगला क़दम यह हो सकता 
ह ैणक णिक्षक ऐसे सवाल दें णजनमें िरे िकूनय नहीं हो । णिर, ऐसे सवाल 
दें णजनमें तीन अकंों की संखया का दो अकंों की संखया से भाग दनेा हो । 
िरुुआती चरि में, बचचों को चौकोर णग्ड पेपर दें ताणक वे संखया को 
स्ानीय मान के मतुाणबक़ णलख सकें , और भाग कलन णवणध को ढंग से 
कर पाए ँ।

मझु ेलगता ह ैणक इस तरह से हम णवद्ाण थ्ियों में भाग को सीखने के मामले 
में काफ़ी सधुार ला सकते हैं । इसका नतीजा यह होगा णक अणधकतर णवद्ा्थी पकूिाांकों का भाग अवधारिातमक सपष्टता और 
प्रणरियागत रवानी के सा् आसानी से कर पाएगँे ।

अधधेनदु शेखर दाश अज़ीम पे्रमजी सककू ल, धमतरी के णपं्रणसपल हैं । इससे पहले, वे अज़ीम पे्रमजी फ़ाउंडेिन में स्ोत-
वयणक्त के तौर पर काम कर चकेु हैं । उनहोंने भबुनेश्वर में वािी णवहार णस्त उतकल णवश्वणवद्ालय से गणित में सनातकोत्तर 
की णडग्ी हाणसल की ह ै। वे गणित से जडेु मदु्ों पर णिक्षकों के सा् जडुकर काम करते आए हैं । वे गणित के णिक्षि में 
अवधारिातमक समझ बनाने के सा्-ही-सा् णिक्षििास्त्रीय कायथिनीणतयाँ बनाने पर केणनद्रत कायथििालाए ँकरते हैं । वे  
8 वरथि से अणधक समय से बचचों के सा् गणित पर काम कर रह ेहैं, और तकनीकी संसाधनों की पडताल, प्रयोग और 
णडज़ाइन करने में गहरी रुणच रखते हैं । वे ओपन णडसटेंस लणनांग के णलए पाि्यचयाथि णडज़ाइन करने की प्रणरिया में, और 
छत्तीसगढ के णलए पाि्यपसुतकें  णलखने में भी संलगन हैं । उनसे arddhendu@azimpremjifoundation.org पर समपकथि  
णकया जा सकता ह ै।

अनुिाद : णहमालय तहसीन     पुनरीक्ि : भरत णरिपािी     ्ॉपी एणिटर : अिसाना पिान

णचत्र-11

सै्डा       दहाई         इ्ाई
सै द इ

णचत्र-12

नीचे उतारें 

घटाना

गुिा

राग

2. नोट : इस अकं में समीक्षा खणड में वणिथित एफ़एलयकू (फलैट्स, लॉनगस, यकूणनट्स) को बहुत कम लागत में बनाकर णवद्ाण थ्ियों में बाँटा जा सकता ह ै।

mailto:arddhendu@azimpremjifoundation.org


35अज़ीम प्रेमज़ी यनूिवर स्िट़ी एट राइट एंगल्स, मार्च 2024

क
क्

षा म
ें

ह लेख एक णिक्षक के कायथि से पे्रररत ह,ै णजनहोंने एट राईट एगंलस 
[1] के जलुाई 2015 के अकं के ‘Thoughts on the Division 
Operation’ लेख पढकर कक्षा-5 के सा् कायथि णकया ह ै।  

सणंक्प्त पुनरािलो्न : भाग करना; जोडना, घटाना और गिुा से कई 
तरीक़ों से अलग ह ै। मखुयत: यह इन चारों संणरियाओ ंमें सबसे जणटल भी ह,ै 
कयोंणक अनय तीन संणरियाओ ंके कलन (एलगोररदम) में णकसी अनमुान की 
आवशयकता नहीं होती ह,ै चाह ेवे णकतनी भी बडी संखया पर कयों न लगाई 
जा रही हों । हालाँणक, दीघथि णवभाजन के मानक कलन में अनमुान लगाने की 
आवशयकता होती ह,ै सा् ही प्रणरिया से अणधक जडुाव की भी आवशयकता 
होती ह,ै णजसमें  “अगर ्ह ह,ै तगो ऐसा िरगो” िे कई दोहराव होते हैं ।

वतथिमान में एनसीईआरटी पाि्यपसुतकों में प्रारणमभक सतर (कक्षा-5 तक) पर 
बहु-अकंीय भाजकों का कोई उललेख नहीं ह ै। न ही इसके बाद यानी माधयणमक 
सतर (कक्षा-6 से 8) पर कोई उललेख ह ै। तो, कया हमें यह पढाना चाणहए? कया 
इसकी आवशयकता तब भी ह,ै जबणक कैलकुलेटर हर जगह हैं, यहाँ तक णक 
सामानय फ़ोन में भी?

इनहें अभी भी पढाने के दो कारि हैं :

1. अमकूमन हमें णकसी बडी संखया जैसे 365 से भाग दनेे की आवशयकता 
नहीं पडती ह,ै लेणकन यह जानना ज़रूरी ह ैणक आवशयकता पडने पर हमें 
कैसे भाग करना ह ै। णकसी बडे भाजक से भाग दनेे की प्रणरिया दो-अकंीय 
संखया से भाग दनेे की प्रणरिया (णजसमें अनमुान लगाना भी िाणमल ह)ै 
से णवसताररत होती ह ै। इसीणलए, णिक्षाण्थियों को दो-अकंीय णवभाजक से 
वाणक़फ़ होना चाणहए । 

2. हालाँणक, एक अणधक वयावहाररक कारि यह भी ह ै णक णिक्षाण थ्ियों से 
सककू ल में अकसर 2 अकंों की संखया से भाग दनेे की अपेक्षा की जाती ह ै। 
णिक्षाण्थियों को कैलकुलेटर का उपयोग करने की अनमुणत नहीं दी जाती ह ै। 
आगे कुछ उदाहरि णदए जा रह ेहैं ।

की-वर्ड : कवराजन िलन, अनमुान, ति्भ , प्रकरि्ातमि समझ

बहु-अकंीय-विरयाजक 
सरे विरयाजन
मैथ स्ेस य
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णिक्षक : हमारे पास 23 वसतएु ँहैं, णजनका 
कुल वज़न 4178 णकलोग्ाम ह,ै कया कोई 
इसके औसत वज़न का अनमुान लगा 
सकता ह?ै आपने कैसे अनमुान लगाया, यह 

भी समझाना होगा । 

णवद्ा्थी-क : 200 णकलोग्ाम से कम ह ै। 
कयोंणक 23×200 = 4600 णकलोग्ाम होते हैं ।

णवद्ा्थी-ख : 150 णकलोग्ाम से अणधक 
ह ै। चकूणँक 23×100 = 2300 णकलोग्ाम होते हैं इसणलए 
औसत 100 णकग्ा की तलुना में 200 णकग्ा के क़रीब होने 
चाणहए ।

णिक्षक : बहुत बणढया सोचा! मैंने ग़ौर णकया ह ैणक आप 
अनमुान लगाने के णलए 10 और 100 के गिुजों का उपयोग 
कर रह ेहैं । दखेते हैं णक कया आप ऐसा ही अनमुान 23 से 
भाग दनेे में लगा सकते हैं । आप 23 की नज़दीकी 10 की 
गिुज पकूिाांक संखया, यानी 20 कयों नहीं ले लेते? अब 41 
को 20 से णवभाणजत करें और इसके भागिल के पहले 
अकं के णलए अनमुान लगाए ँ।

णवद्ा्थी-ग : इस तरह हमें 2 णमला, मझु ेयह 
लगता ह ै णक हम अनमुाणनत उत्तर से दकूर जा 
रह ेहैं । 

णिक्षक : बहुत ही चौकस । तो चणलए जाँच करते हैं, 23 

को 2 से गिुा करने पर हमें 46 णमला । और जैसा णक 
आपने कहा ्ा यह 41 से अणधक ह ै।

णवद्ा्थी-ख : तो, भागिल का पहला अकं 
1 ह ैऔर िरेिल 41-23, यानी 18 ह ै। कया  
हम अगले अकं को नीच े उतारकर लाए,ँ 
जैसा णक हम एक-अकंीय णवभाजन में करते हैं? 

णिक्षक : हाँ, ये हो गए 187, अब हम णिर से 20 को 9 से 
गिुा करके दखेते हैं, यह 180 हुआ ।

णवद्ा्थी-क : ओह, तो हम 23×9 करके दखेते हैं, 207 
णमला । अब णिर हम 23×8 करके दखेते हैं, यह 184 
णमला, यह 187 के काफ़ी क़रीब ह ै।

णिक्षक : तो, भागिल के पहले दो अकं हैं 1 और 8 और 
3 हमारा नया िरेिल ह ै। हम अगले अकं 8 को नीच े
उतार लाए ँऔर 38 में 23 का भाग दें ।

णवद्ा्थी-ख : मझु ेभागिल 181 णमला और िरेिल 15 । 
तो, मरेे णहसाब से औसत वज़न लगभग 181 णकलोग्ाम 
ह,ै दरअसल लगभग 181.5 णकग्ा ह ै। कयोंणक 15, 23 के 
आधा से अणधक ह ै।

णिक्षक : हाँ, हम दिमलव के बाद भी णवभाजन जारी रख 
सकते हैं । लेणकन अभी के णलए औसत वज़न णनकालने 
के णलए यह एक अचछा णवचार ह ै। आपको कया लगता ह ै
ये 23 वसतएु ँकया होंगी?

अनय उदाहरि यहाँ णमल सकते हैं :
•	क्षेरिणमणत — णकसी वतृ्त की पररणध दी गई ह ैऔर इस आधार पर उसकी णरिजया ज्ञात करने में । उदाहरि के णलए, एक ऐसे वतृ्त 

की णरिजया ज्ञात कीणजए जो 40 सेमी लमबे तार को मोडकर बनाया गया ह ै।
•	आकँडों का प्रबनधन — माधय की गिना करने में । उदाहरि के णलए, 23 ऐसी वसतओु ंका माधय ज्ञात करना णजनका कुल 

योग 4178 ह ै। 

कक्षा-8 में आकँडों का प्रबनधन (डेटा हैंडणलंग) पर सवाल हल करते समय के णिक्षक के एक अनभुव का संणक्षप्त णववरि नीच े
णदया गया ह ै। 

उदाहरि कक्षा-8 की NCERT 
की पाि्यपसुतक के अधयाय-8 
‘राणियों की तलुना’ से णलए गए हैं ।

7. एक दकूधवाले ने अपनी दो भैंसे बेचीं, हरेक भैंस के उसे 
20,000 रूपए णमले । एक भैंस पर उसे 5% का लाभ हुआ, 
तो दकूसरी भैंस पर 10% का नक़ुसान हुआ । बताइए उसे कुल 
णकतना लाभ या नक़ुसान हुआ । (णहटं : हरेक का लागत मकूलय 
(CP) पता कररए ।)

10. 2003 में एक स्ान की जनसंखया 5% प्रणतवरथि की दर से बढकर 54000 हो गई — 
   (i) 2001 में जनसंखया बताइए ।
   (ii) 2005 में जनसंखया णकतनी होगी?
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णवद्ा्थी-घ :... िायद कोई जानवर ह?ै 
डॉणलफ़न? मरेा पसनदीदा जानवर । 

णिक्षक : बहुत बणढया सझुाव ह ै। मझु ेपता 
ह ैणक कुछ मोटरसाइणकलों का वज़न लगभग 
200 णकलोग्ाम होता ह ै। कुछ और ऐसी ‘वसतओु’ं को 

खोजो णजनका वज़न 200 णकलोग्ाम होता ह ैऔर कल 
इस पर चचाथि करते हैं णक इन 23 वसतओु ंका औसत वज़न 
णनकालने की ज़रूरत कयों हैं । अपने कारि सोचें । कया हम 
आपके द्ारा बनाए गए पररदृशयों की नैणतकता पर बहस 
कर सकते हैं?

इस बातचीत को सनुकर, मैथ सपेस में हमने दो-अकंीय भाजक से भाग दनेे के णलए बणुनयादी नसुखा णलखने का णनिथिय णलया । 
जो यहाँ प्रसततु ह ै: 

1. भाजक का णनकटतम 10 का गिुज पकूिाांक लें ।
2. अनमुान लगाए ँणक णनकटतम पकूिाांक संखया से भाजय को भाग दनेे पर भागिल (या भागिल अकं) णकतना होगा ।
3. भागिल अकं और वासतणवक भाजक का गिुनिल णनकालें ।
4. जाँच करें 
 बढे पकूिाांक के णलए : यणद भाजय - भागिल अकं × भाजक > भाजक : भागिल अकं में 1 जोड दें और चरि 3 

दोहराए ँ।   
 घटे पकूिाांक के णलए : यणद भागिल अकं × भाजक > भाजय : भागिल अकं से 1 घटाए ँऔर चरि 3 दोहराए ँ।

5. (संिोणधत) भागिल के सा् भाग पकूरा करें ।

चकूणँक बहुत सारे समभाणवत मामले हो सकते हैं, (आगे हम दखेेंगे णक यह णकतने हैं), यहाँ कुछ उदाहरि णदए गए हैं । इस लेख में, 
हम 3-अकंीय ÷ 2 अकंीय तक ही सीणमत रहेंगे । िरे का बाद में सामानयीकरि णकया जा सकता ह ै। 

3-अकंीय ÷ 2 अकंीय के णलए कई समभावनाए ँ:

•	 बढे पकूिाां् (राउंि अप) ्े णलए 

उदाहरि-1 : 672 ÷ 19

भाजक का णनकटतम 10 का गिुज 
पकूिाांक लें : 19 का नज़दीकी पकूिाांक 20 

अनमुान लगाए ँणक णनकटतम पकूिाांक संखया से भाजय को भाग दनेे पर भागिल (या 
भागिल अकं) णकतना होगा ।  
672 ≈ 600, यानी 6 सैकडा 
672 ≈ 670, यानी, 67 दहाई
672 ÷ 20 (या 600 ÷ 20) ≈ 30 = 3 दहाई

भागिल अकं और वासतणवक भाजक 
का गिुनिल णनकालें :

3 दहाई × 19 = 57 दहाई  
(भागिल अकं और वासतणवक भाजक का गिुनिल = 57 दहाई)

(राउंड अप के णलए या बढे पकूिाांक के 
णलए) यहाँ जाँच करें :

भाजय - भागिल अकं × 
भाजक < भाजक

67 दहाई - 57 दहाई = 10 दहाई <19 दहाई 
⇒ भागिल = 3 दहाई

चरि पकूरे करें : 10 दहाई + 2 इकाई = 102 

भागिल का अगला अकं ज्ञात करने के णलए इन चरिों को दोहराए ँ।
अनमुाणनत भागिल : 102 ÷ 20 (या 10 ÷ 2) ≈ 5

5 x 19 = 95गिना करना :

िरे की जाँच करना :
102 - 95 = 7 <19  
⇒ भागिल = 5

चरि पकूरा करना : भागिल 3 दहाई + 5 इकाई = 35 और िरेिल 7 ह ै।
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सोचें : यणद भाजक 19 की बजाय 17 होता, यानी 672 ÷ 17, तो यह प्रणरिया कैसी होती? 

उदाहरि-2 : 867 ÷ 16 

भाजक का णनकटतम 10 का गिुज पकूिाांक लें : 16 को 20 
कर लें

भागिल का अनमुान लगाना :
867 ≈ 800, यानी 8 सैकडा 
867 ≈ 860, यानी 86 दहाई
867 ÷ 20 (या 800 ÷ 20) ≈ 40 = 4 दहाई

गिना करना : 4 दहाई × 16 = 64 दहाई
राउंड अप के णलए या बढे पकूिाांक के णलए : यहाँ भाजय - 
भागिल अकं × भाजक > भाजक ह,ै इसणलए हम भागिल 
में 1 जोड देंगे और चरि 3 को दोहराएगँे ।

86 दहाई - 64 दहाई = 22 दहाई > 16 दहाई

⇒ भागिल = 4 दहाई + 1 दहाई = 5 दहाई

पनुगथििना करना :
5 दहाई × 16 = 80 दहाई,
86 दहाई - 80 दहाई = 6 दहाई < 16 दहाई

चरि पकूरा करना : 6 दहाई + 7 इकाई = 67

अनमुाणनत भागिल : 67 ÷ 20 (या 6 ÷ 2) ≈ 3

अब हम भागिल का दकूसरा अकं ज्ञात करते हैं ।

गिना करना : 3 × 16 = 48

िरेिल की जाँच :
67 – 48 = 19 > 16

⇒ भागिल = 3 + 1 = 4
पनुगथििना : 4 × 16 = 64

चरि पकूरे करना :
भागिल 5 दहाई + 4 इकाई = 54 ह ैऔर 
िरेिल 3 है

कया होगा यणद भाजय 867 की बजाय 863 हो, यानी 863 ÷ 16 हो?

•	 घटे पकूिाां् (राउंि िाउन) ्े णलए
उदाहरि-3 : 772 ÷ 31
भाजक का णनकटतम 10 का गिुज पकूिाांक लें : 31 को 
घटाकर 30 बना लें

भागिल का अनमुान लगाना :
772 ≈ 700, यानी 7 सैकडा 
772 ≈ 770, यानी 77 दहाई
772 ÷ 30 (या 700 ÷ 30) ≈ 20 = 2 दहाई

गिना करना : 2 दहाई × 31 = 62 दहाई
घटे पकूिाांक (राउंड डाउन) के णलए

: भागिल अकं × भाजक < भाजय

62 दहाई, 70 दहाई से कम ह ै।

⇒ भागिल = 2 दहाई

चरि पकूरा करें :
77 दहाई - 62 दहाई = 15 दहाई

15 दहाई + 2 इकाई = 152
अब हम भागिल का दकूसरा अकं ज्ञात करते हैं ।
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अनमुाणनत भागिल : 152 ÷ 30 (या 15 ÷ 3) ≈ 5
गिना करना : 5 × 31 = 155
यहाँ, भागिल अकं × भाजक > भाजय : इसणलए, 
भागिल अकं से 1 घटा दें और चरि 3 दोहराएँ

155 > 153
⇒ भागिल = 5 – 1 = 4

पनुगथििना करना : 4 × 31 = 124 और 124 <153

चरि पकूरा करना :
भागिल 2 दहाई + 4 इकाई = 24 ह ैऔर िरे 
28 ह ै।

यणद भाजय 772 की बजाय 779 हो, यानी 779 ÷ 31 हो, तो यह कैसे हल होगा?

उदाहरि-4 : 805 ÷ 21
भाजक का णनकटतम 10 का गिुज पकूिाांक लें : 21 
नज़दीकी पकूिाांक 20 लें

भागिल का अनमुान लगाना
805 ≈ 800, यानी, 8 सैकडा, यानी 80 दहाई
805 ÷ 20 (या 800 ÷ 20) ≈ 40 = 4 दहाई

गिना करना : 4 दहाई × 21 = 84 दहाई

िरे की जाँच करना :
84 दहाई > 80 दहाई
⇒ भागिल = 4 दहाई - 1 दहाई = 3 दहाई

पनुगथििना करना : 3 दहाई × 21 = 63 दहाई

चरि पकूरा करना :
80 दहाई - 63 दहाई 17 दहाई है
17 दहाई + 5 इकाई 175 है

अब हम भागिल के अगले अकं की गिना करते हैं ।
अनमुाणनत भागिल : 175 ÷ 20 (या 17 ÷ 2) ≈ 8
गिना : 8 × 21 = 168

िरे की जाँच करना :
168 < 175
⇒ भागिल = 8

चरि पकूरा करना : भागिल 3 दहाई + 8 इकाई = 38 है

यणद भाजय 805 की बजाय 604 ह,ै यानी 604 ÷ 21 ह,ै तो कया होगा?

णपछले लेख में एक-अकंीय भागिल वाले भाग के उदाहरिों पर चचाथि की गई ्ी । णनमनणलणखत ताणलका हर एक-अकंीय भाग 
के मामले में सभी 2 × 2 × (1 + 2) = 12 समभावनाओ ंको सार रूप में प्रसततु कर रही ह ै।

EQ = अनमुाणनत भागिल, FQ = अणनतम भागिल

एक-चरिीय भाग, एक-अकंीय भागिल दो-चरिीय भाग, दो-अकंीय भागिल
उदाहरि चरि-1 चरि-2 उदाहरि

जब भाजक को राउंड 
अप (पकूिाांक अणधक ्ा) 
णकया गया

FQ = EQ 243 ÷ 37 FQ = EQ
FQ = EQ 672 ÷ 19
FQ > EQ 672 ÷ 17

FQ > EQ 256 ÷ 36 FQ > EQ
FQ = EQ 863 ÷ 16
FQ > EQ 867 ÷ 16

जब भाजक को राउंड 
डाउन (पकूिाांक कम ्ा) 
णकया गया

FQ = EQ 254 ÷ 31 FQ = EQ
FQ = EQ 779 ÷ 31
FQ < EQ 772 ÷ 31

FQ < EQ 256 ÷ 33 FQ < EQ
FQ = EQ 805 ÷ 21
FQ < EQ 604 ÷ 21
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बडे भाजकों के णलए णवणध के चरि-1 को णनमनानसुार संिोणधत णकया जा सकता ह ै:
यणद भाजक में n-अकं हैं, तो इसे 10n के णनकटतम गिुज में पकूिाांणकत करें । बाक़ी चरि वैसे ही रहेंगे जैसे ्े ।  
उदाहरि के णलए, आइए 8397 ÷ 365 पर णवचार करें

णनकटतम पकूिाांक लेना :
365 का नज़दीकी पकूिाांक 400 णलया
8397 ≈ 8000 यानी 8 हज़ार
8397 ≈ 8300, यानी 83 सैकडा 

भागिल 
का पहला 
अकं

अनमुाणनत भागिल : 8397 ÷ 400 (या 83 ÷ 4) ≈ 20 = 2 दहाई
गिना : 2 दहाई × 365 = 730 दहाई

िरे की जाँच करना :
839 दहाई - 730 दहाई = 109 दहाई <365 दहाई
⇒ भागिल = 2 दहाई

चरि पकूरा करना : 839 - 73 दहाई = 109

भागिल 
का दकूसरा 
अकं

अनमुाणनत भागिल : 1097 ÷ 400 (या 10 ÷ 4) ≈ 2
गिना करना : 2 × 365 = 730

िरे की जाँच : 1097 – 730 = 367 > 365
⇒ भागिल = 2 + 1 = 3

पनुगथििना : 3 × 365 = 1095
चरि पकूरा करना : भागिल 2 दहाई + 3 इकाई = 23 ह ैऔर िरेिल 2 है

हमें उममीद ह ैणक इससे णिक्षाण्थियों को बहु-अकंीय भाजक द्ारा उतपनन जणटलता से णनपटने में मदद णमलेगी, णविरे रूप से 
वे अनमुान और इसकी बारीणकयों को समझेंगे । धयान दें णक जैसे-जैसे भागिल का प्रतयेक अकं णमलता जाता ह,ै णवणध इसके 
स्ानीय मान पर धयान केणनद्रत करती ह,ै णजसे णिक्षक ने अपने णवद्ाण थ्ियों से चचाथि के दौरान िायद अनदखेा कर णदया । 
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अजुथिन की माँ ने उसे एक गोलाकार 
कटोरे में एक बराबर साइज़ के और 
लगभग एकदम गोलाकार तीन 
गलुाब जामनु णदए । अजुथिन एक 
सरिॉ की मदद से चािनी को चखना 
चाहता ्ा । जब उसने सरिॉ बीच में रखा तो उसने कुछ 
असामानय दखेा । हरेक गलुाब जामनु एक-दकूसरे को छकू  

रहा ्ा । तीनों ही गलुाब जामनु कटोरे की दीवार को 
भी छकू  रह े्े और सरिॉ भी तीनों गलुाब जामनु को छकू  रही 
्ी । यणद अजुथिन को यह ज्ञात हो णक सरिॉ की णरिजया एक 
इकाई ह,ै तो 

•	 कया वह प्रतयेक गलुाब जामनु की णरिजया ज्ञात 
कर सकता ह?ै

•	 कया वह कटोरे की णरिजया ज्ञात कर सकता ह?ै

मीठी बातें!
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नन और दिमलव परसपर समबणनधत दो ऐसी महत्वपकूिथि 
अवधारिाए ँ हैं णजनमें माधयणमक सककू ल (कक्षा 6 से 8) 
के बचच ेकाफ़ी कणिनाई का सामना करते हैं । एक तो इन 
अवधारिाओ ं की कलपना करना मणुशकल होता ह,ै और 

दकूसरा, इन पर की जाने वाली अकंगणितीय संणरियाए ँ आमतौर पर 
काफ़ी अमकूतथिता के सा् णसखाई जाती हैं णजसमें णनयमों के इसतेमाल पर 
अतयणधक ज़ोर णदया जाता ह ै। यहाँ, हम दिमलव संखयाओ ंके भाग पर 
चचाथि करेंगे और इस संणरिया को अवधारिातमक रूप से समझेंगे । सा् ही 
मणैन्पयकूलेणटवस1 की मदद से दखेेंगे णक इसका णनयम कैसे पता चलता ह ै।  

दिमलव संखयाओ ंके भाग पर चचाथि करने से पहले हमें भाग की संणरिया 
का मतलब समझने की ज़रूरत ह ै। इसके दो अ थ्ि हैं, एक ह ैबराबर बँटवारा 
(equal sharing) । इस अ थ्ि में 12 ÷ 3 का मतलब ह ै12 चीज़ें 3 समकूहों 
में समान रूप से बाँटी गई हैं (यानी णक 3 समकूहों में से प्रतयेक को णकतनी 
चीज़ें णमलती हैं) । दकूसरा अ थ्ि ह,ै बराबर-बराबर समकूह बनाना (मारिा) यानी 
णक समान समकूहीकरि (equal grouping) । इस अ थ्ि में 12 चीज़ों को 
इस तरह बाँटा जाए णक प्रतयेक को 3 चीज़ें णमलें (अ्ाथित, णकतने समकूहों 
को 3-3 चीज़ें णमलती हैं) । 

दिमलव संखयाओ ंकी मॉडणलंग के णलए गत्त/ेकाग़ज़ के बने णद्णवमीय 
(2D) और णरिणवमीय (3D) दोनों ही मणैन्पयकूलेणटवस इसतेमाल णकए जा 
सकते हैं । चाह ेणजसका भी इसतेमाल करें, ज़रूरी यह ह ैणक सभी णनरूपिों 
और सवाल हल करने के दौरान एकरूपता बनी रह े। 

1मैणन्पयकूलेणटवस यानी ऐसी भौणतक वसतएुँ णजनका उपयोग गणितीय अवधारिाओ ंऔर प्रणरियाओ ंकी बेहतर समझ बनाने के णलए, अमकूतथि अवधारिाओ ं
को िोस बनाने के णलए णकया जाता ह ै। इन वसतओु ंसे बने मॉडल णवज़अुलाइज़ेिन में मदद करते हैं ।

अणधकांि मैणन्पयकूलेणटवस संखयाओ ंसे जडेु होते हैं । इनका उपयोग पररचय, तलुना, जोड-घटाना-गिुा-भाग करने के णलए णकया जा सकता ह ै। बीजगणित 
टाइल इनमें से एक ह ै। णजयोबोडथि और रबर बैंड जयाणमणत के णलए हैं । रंगोमेरिी, जोडो सरिॉ, इटंरलॉणकंग कयकूबस, फलेकसीवायर, आकार पररवार, टैनग्ाम, 
पॉलीओणमनो कट जो संखयाओ,ं पैटनथि और जयाणमणत के णलए काम आते हैं । 

की-वर्ड : सीखने-कसखाने िी सामरिी (टीएलएम), प्रकरि्ातमि समझ, ्दशमलव संख्ाओ ंपर संकरि्ाए ँ
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दशमलि सखं्याओं 
करे  रयाग 
नपारपायण मेहर और स्पातदी सरकपार णभ
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दशमलि 
सखंयाओ ं्े 
3D मॉिल

पकूिथि, बडा घन या 1 पकूिथि को 10 बराबर ्पलेटों 
में बाँटा जा सकता ह,ै 
णजनमें से प्रतयेक ्पलेट पकूिथि 
का 1

10
 या 0.1 ह ै ।  

आगे प्रतयेक ्पलेट 
को 10 बराबर छडों 
(rods) में बाँटा जा 
सकता ह,ै णजनमें से 
प्रतयेक छड पकूिथि का  

1
100

 या 0.01 ह ै ।

णिर प्रतयेक छड को 
10 बराबर छोटे घनों 
में बाँटा जा सकता 
ह,ै णजनमें से प्रतयेक 
घन पकूिथि का 1

1000
 या 

0.001 ह ै ।

दशमलि 
सखंयाओ ं्े 
2D मॉिल

पकूिथि, िलक या 1 पकूिथि को 10 बराबर लमबी पटिी 
(longs) में बाँटा जा सकता ह,ै 
णजनमें से प्रतयेक पकूिथि का  1

10
  

या 0.1 ह ै ।

प्रतयेक पटिी को आगे 10 बराबर 
छोटे वगभों में बाँटा जा सकता ह,ै 
णजनमें से प्रतयेक वगथि पकूिथि का 

1
100

 या 0.01 ह ै ।

इन मॉडलस का इसतेमाल करके दिमलव संखयाओ ंका णनरूपि

3डी मॉडल इसतेमाल करके 2.034 2डी मॉडल इसतेमाल करके 3.54

3डी मॉडल इसतेमाल करके 1.32 2डी मॉडल इसतेमाल करके 1.32

हम ज़रूरत के णहसाब से 3डी या 2डी मॉडल का उपयोग करके दिमलव संखयाओ ंके भाग के सवाल हल करने का प्रयास करेंगे । 
आभासी मॉडल (virtual model) के णलए आप मै् ीगॉन पॉलीपैड (https://mathigon.org/polypad) का इसतेमाल कर 
सकते हैं, जबणक भौणतक मॉडल काग़ज़/गत्त ेसे बनाए जा सकते हैं । 2डी मॉडल को दिमलव णबनद ुके बाद 4 स्ानों यानी णक 
0.0001 तक बढाया जा सकता ह ै। इसके णलए सेंटीमीटर ग्ाफ़ पेपर का उपयोग कर सकते हैं णजसमें 10 सेमी × 10 सेमी के 
एक वगथि को पकूिथि माना जाएगा । 

दशमलि सखंयाओ ं्े राग ्े णलए ज़रूरी पकूियाज्ान

•	 ्दशमलव िी समझ, कवशषेिर ्दशमलव संख्ाओ ंिगो करननों िे रप में व्क्त िरना 

उदाहरि के णलए, 0 25 25
100

1
4

. = =

यणद एक िलक पकूिथि या 1 ह,ै णजसमें 100 छोटे वगथि हैं, तो उनमें से प्रतयेक 0.01 ह ै(णचत्र-1) ।

तो 0.25 ऐसे 25 छोटे वगथि हैं, यानी 0.01 × 25 । ऐसे 0.25 ,4 णमलकर एक पकूिथि बनाते हैं, जैसा 

णक णचत्र-2 में दिाथिया गया ह ै। इसणलए 0.25 एक पकूिथि या िलक का 1
4

 ह ै।

णचत्र-1

णचत्र-2

∴
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•	 ्दशमलव संख्ाओ ंिा गिुा, कवशषेिर ्दशमलव संख्ाओ ंऔर ्दस िी घातों िे गिुनफल

उदाहरि के णलए, 0.34 × 0.002 = 34
100

2
1000

34 2
100 1000

68
100000

0 00068� �
�
�

� � .

•	 करननों िे राग, कवशषेिर ् ह समझ कि किसी करनन से राग ्दनेा उस करनन िे व्तुरिम से गिुा िरने िे समान हगोता ह ै। 

उदाहरि के णलए, 3
4

2
5

3
4

5
2

� � �  ( के वयतुरिम से गिुा करने पर 2
5

) = =
15
8

17
8

अब हम नीच ेदी गई चार समभाणवत णस्णतयों में दिमलव संखयाओ ंके भाग की पडताल करते हैं । 

प्र्ार/णसथणतयाँ 

1. प्राकृत संखया ÷ प्राकृत संखया = दिमलव संखया 

2. दिमलव संखया ÷ प्राकृत संखया = दिमलव संखया

3. प्राकृत संखया ÷ दिमलव संखया

 क.  = प्राकृत संखया

 ख.  = दिमलव संखया 

4. दिमलव संखया ÷ दिमलव संखया  

 क.  = प्राकृत संखया

      ख.  = दिमलव संखया

अ्ाथित भाजय व भाजक दोनों ही प्राकृत संखयाए ँहो सकती हैं या णिर दोनों ही दिमलव संखयाए ँभी हो सकती हैं । जैसे-जैसे हम 
आगे बढेंगे हम दखेेंगे णक भाजय की प्रकृणत उतनी महत्वपकूिथि नहीं ह,ै णजतनी णक भाजक की ह ै। (यही बात णभननों के णवभाजन 
में भी दखेी गई ह ै।)

प्रा्ृत सखंया ÷ प्रा्ृत सखंया = दशमलि सखंया
इस णस्णत में भाजय और भाजक दोनों ही पकूिथि संखयाए ँहैं । 

यणद भाजक प्राकृत संखया ह ैतो इसे ऐसे समकूहों की संखया माना जा सकता ह ैणजनके 
बीच भाजय को बराबर-बराबर बाँटा जाना ह,ै यानी यहाँ ‘बराबर बँटवारे’ वाले अ थ्ि का 
उपयोग णकया जा रहा ह ै। उदाहरि के णलए, 12 ÷ 40 में 12  को 40 समकूहों में समान रूप से बाँटा जाता ह ै। दखेते हैं णक 3डी 
मॉडल का उपयोग करके यह कैसे णकया जा सकता ह ै। 

12 घनों को 40 द्ारा सीध-ेसीध ेतो नहीं बाँटा जा सकता । इसणलए हम प्रतयेक घन को 10 ्पलेटों में बदल लेते हैं (णचत्र-3) ।  

तो 12  → 120  40 समकूहों में बाँटी गई ंतो प्रतयेक को 3  णमलीं यानी 0.3 ।

णचत्र-4
∴ 12 ÷ 40 = 0.3  (णचत्र-4)

यणद इसी भाग को हम 2डी मॉडल का इसतेमाल करके हल करें तो 12 िलक 40 
समकूहों में सीध-ेसीध ेतो नहीं बाँटे जा सकते । इसणलए हम प्रतयेक िलक को 10 परटियों 
(णचत्र-5) में बदल दतेे हैं ।

तो 12  → 120 को 40 समकूहों में बाँटने पर प्रतयेक समकूह को (0.3) णमलेगा, यानी णक 
12 ÷ 40 = 0.3 (णचत्र-6) । 

णचत्र-3

णचत्र-5

∴
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इसणलए 12  → 120  को 40 समकूहों में बाँटें, तो प्रतयेक को यानी णक 0.3 णमलेंगी ।

णचत्र-6

दोनों ही मॉडल का उपयोग करने पर हमें समान भागिल णमलता ह ै। 

दशमलि सखंया ÷ प्रा्ृत सखंया = दशमलि सखंया
0.24 ÷ 5 का उदाहरि लेते हैं । चकूणँक यहाँ भी भाजक एक प्राकृत संखया ह,ै हम भाग के ‘बराबर बँटवारे’ वाले अ थ्ि का इसतेमाल 
कर सकते हैं । इसणलए, इस णस्णत में 0.24 को 5 समकूहों के बीच बराबर-बराबर बाँटा जाना ह ै।  

णचत्र-7

पहले चरि में 2 ्पलेटों को 20 छडों में बदल णदया गया । णिर इनहें 5 समकूहों के बीच समान रूप से बाँटा गया तो प्रतयेक समकूह को 
4 छडें (0.04) णमलीं । 4 छडें बाक़ी रह गई ंकयोंणक उनहें 5 समकूहों में बराबर-बराबर नहीं बाँटा जा सकता ह ै(णचत्र-7) । 

दकूसरे चरि में, 4 छडों को 40 छोटे घनों में बदल णदया गया । णिर इनहें 5 समकूहों के बीच समान रूप से बाँटा गया तो प्रतयेक समकूह 
को 8 छोटे घन (0.008) णमलते हैं (णचत्र-8) । 

णचत्र-8

दोनों बार के णवतरि को णमलाकर प्रतयेक समकूह को 0.04 + 0.008 = 0.048 णमलता ह,ै यानी णक 0.24 ÷ 5 = 0.048  
(णचत्र-9) । 

णचत्र-9

वैकणलपक तरीक़े से दखेें, तो हम 0.24 यानी णक 2 ्पलेटों और 4 छडों को 240 छोटे घनों (0.001) में बदल सकते हैं । णिर 
इनहें 5 समकूहों में समान रूप से बाँटा जाए तो प्रतयेक समकूह को 48 छोटे घन यानी णक 0.048 णमलते हैं । तो दोनों ही तरीक़ों से  
0.24 ÷ 5 = 0.048 होता ह ै। 
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प्रा्ृत सखंया ÷ दशमलि सखंया = पकूिया सखंया 

अलबत्ता, यणद भाजक प्राकृत संखया नहीं ह,ै तो यह समकूहों की संखया जैसी णकसी राणि का प्रणतणनणधतव नहीं कर सकता । तो, 
जब भाजक दिमलव संखया हो तब हम ‘बराबर बँटवारे’ वाले अ थ्ि का उपयोग नहीं कर सकते । इसणलए ऐसी णस्णत में भाग के 
‘बराबर समकूहीकरि’ (मारिा) वाले अ थ्ि का उपयोग करना जयादा उपयकु्त लगता ह ै। ‘बराबर समकूहीकरि’ की णस्णत में भाजक 
की संखया वह राणि होती ह ैजो प्रतयेक समकूह को णमलती ह ैऔर भागिल कुल समकूहों की संखया होती ह ै। 

तो 12 ÷ 0.3 के णलए प्रतयेक समकूह को 0.3 या 3 ्पलेटें (0.1) णमलती हैं । 12 घनों को 120 ्पलेटों में तबदील णकया जा सकता 
ह ै। चकूणँक प्रतयेक समकूह को 3 ्पलेटें णमलती हैं, इसणलए 120 ्पलेटों को 120 ÷ 3 = 40 समकूहों (णचत्र-10) में बाँटा जा सकता ह ै। 
यणद भागिल पकूिथि संखया हो तो यह अ्थि अचछे-से काम करता ह ै। 

तो, 12  → 120  3 प्रणत समकूह के णहसाब से बाँटी जाती हैं, इसणलए 120 ÷ 3 = 40 समकूह   

णचत्र-10

प्रा्ृत सखंया ÷ दशमलि सखंया = दशमलि सखंया 

जब भागिल पकूिथि संखया न हो तो भाग का यह अ थ्ि पयाथिप्त नहीं होता । उदाहरि के णलए, 11 ÷ 0.4 जैसे णकसी सवाल के णलए 
यह अ थ्ि मददगार नहीं होता । 

यहाँ 11 घनों को 110 ्पलेटों में बदला जा सकता ह ै। यणद हम 110 ्पलेटों को कुछ समकूहों में इस तरह बाँटते हैं णक प्रतयेक समकूह 
को 4 ्पलेटें णमलती हैं, यानी णक 110 ÷ 4 (णचत्र-11)  

तो 11  → 110  4 प्रणत समकूह के णहसाब से बाँटी जाती हैं, ∴ 110 ÷ 4   

णचत्र-11

तब 108 (110 में से)  ्पलेटें 27 समकूहों के बीच समान रूप से बाँटी जा सकती हैं । लेणकन 2 ्पलेटें, यानी णक 0.2, बच जाती हैं व 
इनहें और बाँटा नहीं जा सकता कयोंणक यह बहुत ही छोटी (0.2 < 0.4) हैं । इसणलए ऐसी णस्णत में मणैन्पयकूलेणटवस का इसतेमाल 
करने में ‘बराबर समकूहीकरि’ वाले अ थ्ि का कोई मतलब नहीं रह जाता ह ै।  

दशमलि सखंया ÷ दशमलि सखंया = प्रा्ृत सखंया 

अब हम 0.42 ÷ 0.14 का उदाहरि लेते हैं । 0.42 (4 ्पलेटों और 2 छडों) को कुछ समकूहों में इस तरह बाँटा गया ह ैणक प्रतयेक 
समकूह को 0.14 (1 ्पलेट और 4 छडें) णमलती हैं । अब 4 ्पलेटों और 2 छडों को 3 ्पलेटों और 12 छडों में बदला जा सकता 
ह ै। इसणलए इनहें 3 समकूहों में बाँटा जा सकता ह,ै णजनमें से प्रतयेक को 1 ्पलेट और 4 छडें यानी 0.14 णमलता ह ै(णचत्र- 12) । 

∴ 0.42 ÷ 0.14 = 3 

इस णस्णत में, ‘बराबर समकूहीकरि’ वाला अ थ्ि उपयोगी ह ैकयोंणक भागिल प्राकृत संखया ह ै।
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णचत्र-12

को प्रणत समकूह के णहसाब से बाँटी 
जाती ह,ै यानी णक 0.14

तो,

दशमलि सखंया ÷ दशमलि सखंया = दशमलि सखंया

अब हम 0.42 ÷ 1.4 पर णवचार करते हैं । दखेें णक मणैन्पयकूलेणटवस का इसतेमाल करके इसे हल करने की कोणिि में हमें णकन 
णदक़क़तों का सामना करना पड सकता ह ै। इस णस्णत के णलए हम 3डी मॉडल की बजाय 2डी मॉडल का उपयोग करते हैं । 

तो,  को  प्रणत समकूह के णहसाब से बाँटा जाता ह ै।

णचत्र-13

ज़ाणहर ह ैणक बाँटी जाने वाली राणि, यानी णक भाजय 0.42, प्रतयेक समकूह को णमलने वाली राणि, यानी णक भाजक 1.4 से छोटी 
ह ै। इसणलए मणैन्पयकूलेणटवस का इसतेमाल करके इस भाग को समझने के णलए ‘बराबर समकूहीकरि’ वाले अ थ्ि का उपयोग करना 
असमभव ह ै। 

अब हम 2.03 ÷ 0.5 पर णवचार करते हैं । इस णस्णत में भाजय (2.03) भाजक (0.5) से बडा ह ै। लेणकन णिर भी भाग अधकूरा 
रहता ह ै(णचत्र-14), कयोंणक 0.03 को और बाँटा नहीं जा सकता । इसका कारि यह ह ैणक यह बहुत छोटा (0.03 < 1.4) ह ै। 
तो एक बार णिर ‘बराबर समकूहीकरि’ वाला अ थ्ि काम नहीं करता ।

णचत्र-14

तो, को प्रणत समकूह के णहसाब से बाँटने 
पर ऐसे 4 समकूह बनते हैं और 3 
इकाइयाँ बची रह जाती हैं ।
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धयान दें णक इसका मतलब यह नहीं ह ैणक मणैन्पयकूलेणटवस का इसतेमाल करना प्रभावी नहीं ह ै। उदाहरि के णलए, 0.000042 
÷ 0.000014 को मणैन्पयकूलेणटवस से दिाथिया नहीं जा सकता, लेणकन यणद हम यह कलपना करें णक छोटे टुकडे 0.00001 और 
0.000001 का प्रणतणनणधतव करते हैं तो ‘बराबर समकूहीकरि’ से इसे समझाया जा सकता ह ै। हमें यह सपष्टता तभी आई जब 
हमने इसकी पडताल की । 

तो जब भी भाजक प्राकृत संखया हो, तब भाग को समझने के णलए ‘बराबर बँटवारे’ का उपयोग णकया जा सकता ह ै। इसी 
तरह जब भागिल प्राकृत संखया हो तो ‘बराबर समकूहीकरि’ उस भाग को समझने में मदद करता ह ै। लेणकन यणद भाजक और 
भागिल दोनों ही प्राकृत संखया ना हों तो ऐसे भाग को हम णकस तरह समझें? खासतौर पर णनमनणलणखत दो णस्णतयों, णजनहें 
ऊपर दिाथिया गया ह,ै में ऐसा होता ह:ै 

1. प्राकृत संखया ÷ दिमलव संखया = दिमलव संखया 

2. दिमलव संखया ÷ दिमलव संखया = दिमलव संखया 

एक समभावना यह ह ैणक इनहें समझने के णलए ‘णभननों के भाग’ का इसतेमाल णकया जाए, कयोंणक दिमलव संखयाओ ंको णभननों 
में बदला जा सकता ह ैऔर चॉकलेट ्पलेट मॉडल* णभननों (और प्राकृत संखयाओ)ं के भाग की सभी समभाणवत णस्णतयों को 
पयाथिप्त रूप से प्रदणिथित करता ह ै।

*चॉ्लेट पलेट मॉिल : p ÷ q के णलए, मान लें णक p चॉकलेट हैं णजनहें q ्पलेटों में बाँटा जाना ह ै। भागिल एक ्पलेट 
में चॉकलेट की संखया ह ै। p और q दोनों कोई भी प्राकृत संखया या णभनन संखया यानी णक इकाई णभनन, उणचत णभनन या 
णवरम णभनन भी हो सकती हैं । 

अब हम उन णस्णतयों पर णवचार करते हैं जहाँ भाग के दोनों अ थ्ि काम नहीं आए, यानी णक (i) 11 ÷ 0.4, (ii) 0.42 ÷ 1.4 
और (iii) 2.03 ÷ 0.5 

(i) 11 0 4 11 4
10

11 10
4

11 10
4

110 4� � � � � �
�

� �.

धयान दें णक ‘बराबर समकूहीकरि’ का इसतेमाल करके भी हम इसी जवाब पर पहुचँ े्े, लेणकन चकूणँक वहाँ भागिल समकूहों 
की संखया को दिाथिता ्ा, इसणलए उसका पकूिथि संखया होना ज़रूरी ्ा । लेणकन यहाँ पर ऐसी कोई पाबनदी नहीं ह ैकयोंणक 
यहाँ हम भाग के उस अ थ्ि का इसतेमाल नहीं कर रह ेहैं । अब हम 110 ÷ 4 के णलए ‘बराबर बँटवारे’ वाले अ थ्ि का 
उपयोग करने के णलए सवतंरि हैं । 

इस पर भी धयान दें णक 110 ÷ 4 = (11 × 10) ÷ (0.4 × 10), यानी णक भाजय और भाजक दोनों को ही 10 से गिुा 
णकया जाता ह ैताणक दिमलव णबनदओु ंको णखसकाया जा सके और भाजक को प्राकृत संखया बनाया जा सके ।

(ii) 0 42 1 4 42
100

14
10

42
100

10
14

42
140

4 2 14. . .� � � � � � � �

धयान दें णक यणद हम केवल भाजक को णभनन में बदलते हैं, तब भी हमें यही जवाब णमलता ह,ै कयोंणक

0 42 14
10

0 42 10
14

0 42 10
140

4 2 14 0 42 10 1 4 10. .
.

. ( . ) ( . )� � � �
�

� � � � � �

दोनों ही णस्णतयों में हमने णिर से भाजय व भाजक दोनों को 10 की समान घात से गिुा णकया । ऐसा इसणलए णकया ताणक 
उनके दिमलव णबनदओु ंको णखसकाया जा सके । इस तरह णखसकाने से भाजक प्राकृत संखया बन जाता ह ै। 

(iii)  2 03 0 5 2 03 5
10

2 03 10
5

2 03 10
5

20 3 5 2 03 10 0 5. . . .
.

. ( . ) ( .� � � � � �
�

� � � � � �110) ,इसका 

 मतलब ह ैणक एक बार णिर दिमलव णबनदओु ंको णखसकाने और भाजक को प्राकृत संखया बनाने के णलए भाजय  
 व भाजक दोनों को समान संखया से गिुा णकया जाता ह ै। 
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नारायि मेहर अज़ीम पे्रमजी णवश्वणवद्ालय, बेंगलकूरु में अधयापक णिक्षा समकूह के िैकलटी सदसय हैं । इससे पहले वे 
हरेरटेज एकसपीररयंणियल लणनांग सककू ल, गडुगाँव और णमराणमबका फ्ी प्रोग्ेस सककू ल, णदलली में गणित और खोजयारिा 
पढाया करते ्े । हरेरटेज सककू ल में पढाने के दौरान उनहोंने णदलली णस्त गणित णिक्षि के नवाचारी तरीक़ों पर काम करने 
वाली एक ग़ैर-लाभकारी संस्ा ‘जोडो ज्ञान’ के सा् काम णकया । उनहोंने IAAT (I AM A TEACHER), गडुगाँव में 
भी बतौर िैकलटी और अधयापक-णिक्षक के रूप में काम णकया । गणित-णिक्षि में उनकी खासी णदलचसपी ह ै। उनहें ऐसी 
वयावहाररक व णरियािील गणतणवणधयों व रिॉफट में रुणच ह,ै णजनमें स्ाणनक समझ और तकथि  की ज़रूरत होती ह ै। उनसे 
narayana.meher@apu.edu.in पर समपकथि  णकया जा सकता ह ै।

सिाती सर्ार अज़ीम पे्रमजी णवश्वणवद्ालय के सककू ल ऑफ़ कंटीनयकूइगं एजकेुिन एडं यकूणनवणसथिटी ररसोसथि सेंटर में  
सहायक प्रोफ़ेसर हैं । गणित उनके जीवन का दकूसरा ्पयार ह ै(पहला णचरिकारी ह)ै । उनहोंने भारतीय सांणखयकी संस्ान से 
बी.सटैट-एम.सटैट और वाणिगंटन णवश्वणवद्ालय, णसएटल से गणित में एमएस की पढाई की ह ै। वे एक दिक से जयादा 
समय से बचचों और णिक्षकों के सा् गणित पर काम कर रही हैं और सभी तरह की वयावहाररक व णरियािील गणतणवणधयों, 
णविरेकर ओररगेमी में गहरी रुणच रखती हैं । उनसे swati.sircar@apu.edu.in पर समपकथि  णकया जा सकता ह ै।

यही वह प्रणरिया ह ैजो सामानयत: की जाती ह,ै लेणकन णबना णकसी वयाखया के । 
तो, दिमलव संखयाओ ंवाले भाजकों के सभी प्रकार के भागों के णलए काम करने वाली एक सामानय प्रणरिया के णलए यह करना 
अणधक अ थ्िपकूिथि होता ह ै: (i) भाजक को ऐसे णभनन में बदलें, णजसका हर 10 की कोई घात हो, और (ii) णिर णभनन से भाग दें । 
जब हम इस ‘णभनन द्ारा भाग’ को ‘णभनन के वयतुरिम से गिुा’ में बदलते हैं तो भाजय में 10 की घात का गिुा हो जाता ह ै। 10 
की यह घात दिमलव वाले भाजक का हर होती ह ै। और यह गिुनिल नया भाजय होता ह ै। नया भाजक मकूल दिमलव वाले 
भाजक का अिं होता ह,ै जो णक एक प्राकृत संखया होती ह ै। 

दिमलव संखया वाला भाजक (Decimal Divisor - DD) = प्राकृत संखया/दस की घात = N
10m

मकूल भाजय (OD) ÷ DD = OD ÷  N
10m  = (OD × 10m) ÷ N

दिमलव भाजक (DD) = प्राकृत संखया/10 की उपयकु्त घात = N
10m  

जहाँ N
10m  नया भाजक ह ैजो DD के तलुय ह ै।

अ्ाथित मकूलय भाजय (OD) ÷ DD = (OD) ÷ N
10m   

णभनन के भाग की उलटगणुित प्रणरिया का उपयोग करके इसे इस तरह भी णलखा जा सकता है

(OD × 10m) ÷ N

उदाहरि के णलए 3.006
0.15  पर णवचार करते हैं । यहाँ DD = 0.15 = 15

100
अ्ाथित N = 15 और m = 2 हुआ ।

OD 3.006 ह ै।

तो 3.006
0.15   =  

3.006
15/102   =  

3.006 × 102

15
  =  300.6

15  

धयान दें णक केवल भाजक को प्राकृत संखया बनाना पयाथिप्त ह,ै णिर हम ‘बराबर बँटवारे’ का इसतेमाल कर सकते हैं । इससे कोई 
फ़क़थि  नहीं पडता णक भाजय दिमलव संखया ह ैया नहीं । 

इस पकूरी चचाथि में हमने आवतथी दिमलव (Recurring decimals) संखयाओ ंको जान-बकूझकर िाणमल नहीं णकया ह ैकयोंणक 
वतथिमान पाि्यरिम में ये उचच माधयणमक कक्षाओ ंतक नहीं पढाई जाती हैं । इसणलए हमें लगा णक यहाँ आवतथी दिमलव संखयाए ँ
प्रासंणगक नहीं हैं । हालाँणक यणद भाजयिल आवतथी दिमलव संखया हो, तो भी प्रणरिया यही रहती ह ै।

अनुिाद : कणवता णतवारी     पुनरीक्ि : सिुील जोिी



49अज़ीम प्रेमज़ी यनूिवर स्िट़ी एट राइट एंगल्स, मार्च 2024

दशमलि सखंयाओ ं्े राग ्े सिालों ्ी ि य्ा शीट

1. नीच ेणदए सवालों को हल करें:

 अ. 13 ÷ 4 =

 ब. 7 ÷ 8 =

 स. 3.4 ÷ 5 =

 द. 0.9 ÷ 20 = 

2. तमुने कया दखेा?

 अ. 12 ÷ 3 = 

 ब. 12 ÷ 0.3 = 12 ÷  3  = 12 × 
 3 

 =  = _______ ÷ 3

 स. 12 ÷ 0.03 = 12 ÷  3  = 12 × 
 3 

 =  = _______ ÷ _______

 द. 12 ÷ 0.003 = 12 ÷  3  = 12 ×  =  = _______ ÷ _______

उपरोक्त में कया तमुहें कोई पैटनथि नज़र आया?

हर बार भाजक को ............................. के रूप में णलखा गया ह,ै णजसका ................... ................... की घात ह ै। 

णदया गया भाग =  णदया गया भाजय × णदए गए भाजक का हर ÷ णदए गए भाजक का अिं ।

धयान दें णक यह भाजय और भाजक दोनों के दिमलव णबनद ुको दाई ंओर स्ानानतररत करने के समतलुय ह ैऔर ऐसा तब 
तक करना ह ैजब तक णक भाजक प्राकृत संखया न बन जाए । 

3. तो, खाली स्ानों में प्राकृत संखयाए ँभरो और भागिल पता करो । 
 अ. 26 ÷ 0.5 = _______ ÷ _______ = 

 ब.  7 ÷ 0.08 = _______ ÷ _______ = 

 स.  3 ÷ 0.12 = _______ ÷ _______ = 

4. इसी प्रणरिया को आगे बढाओ ।

 अ. 1.05 ÷ 7 = 

 ब. 1.05 ÷ 0.7 = 1.05 ÷  7  = 1.05 × 
 7 

 = 
 7 

  = _______ ÷ 7 



50 अज़ीम प्रेमज़ी यनूिवर स्िट़ी एट राइट एंगल्स, मार्च 2024

 स. 1.05 ÷ 0.07 = 1.05 ÷  7  = 1.05 × 
 7 

 = 
 7 

  = _______ ÷ _______

 द. 1.05 ÷ 0.007 = 1.05 ÷  7  = 1.05 × 
 7 

 = 
 7 

  = _______ ÷ _______

एक बार णिर‚ णदया गया भाग = भाजय × णदए गए भाजक का हर ÷ णदए गए भाजक का अिं

5. अब नीच ेणदए गए भाग के सवालों को हल करो :

 अ. 1.7 ÷ 0.02 = _______ ÷ _______ = 

 ब.  0.003 ÷ 0.05 = _______ ÷ _______ = 

 स. 0.36 ÷ 0.9 = _______ ÷ _______ = 

लपाइट बन्!
चलो एक खले खलेते हैं! एक चौकोर (वगाथिकार) घर का णचरि बनाए ँणजसमें चार वगाथिकार कमरे हों, 
जैसा णक णचत्र-1 में दिाथिया गया ह ै। 

घर के हरेक कमरे में एक प्रकाि स्ोत ह ै। हरेक प्रकाि स्ोत को घर के बाहर लगे एक णसवचबोडथि से 
णनयंणरित (चालकू-बनद) णकया जा सकता ह ै।

इस घर को ऐसे णडज़ाइन णकया गया ह ैणक यणद कमरा x की लाइट चालकू या बनद की जाती ह,ै तो 
कमरा x के सा् दीवार साझा करने वाले सभी कमरों में लाइट की णस्णत बदल जाएगी यानी अगर लाइट पहले से चालकू होगी 
तो बनद हो जाएगी और अगर बनद रही होगी तो चालकू हो जाएगी ।  

आपके घर पहुचँने पर यह मान लें णक सभी कमरों की सभी लाइटें चालकू हैं । णिर, आप सभी लाइटें बनद करने के णलए 
णनमनणलणखत चरिों के सा् आगे बढ सकते हैं ।

रुककर सोणचए! इस णस्णत के आधार पर आप कया-कया सवाल पकूछ सकते हैं?

हमारे सझुाव पेज 56 पर दखेें । इ्स हिलर के रचनाकार िैं मोिन आर.

णचत्र-1
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भाजयता णनयम सककू ली गणित में, णविरे रूप से उचच प्रा्णमक 
कक्षाओ ंमें, अधययन के महत्वपकूिथि णवरयों में से एक ह ै। इनकी 
मदद से हम तरुनत पहचान सकते हैं णक कया एक संखया दकूसरे 

से णवभाजय ह ै। हम णकसी संखया की 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 आणद से 
णवभाजयता जाँचने की णवणभनन णवणधयाँ जानते हैं । यह भी सपष्ट ह ै णक कुछ 
संखयाओ ंकी णकसी संखया से णवभाजयता की जाँच करना काफ़ी आसान ह,ै 
जबणक कुछ संखयाओ ंके णलए यह ् ोडा जणटल ह ै। 7 से णवभाजयता चनुौतीपकूिथि 
होती ह ै। णनयम को सरल बनाने के कई प्रयास णकए गए हैं । णचका ओणिली का 
7 से णवभाजयता णनयम (णचका का णनयम) हाल ही में खोजा गया एक णनयम 
ह ै। यहाँ, हम मौजकूदा तरीक़ों का उपयोग करके 7 के णलए तीन अलग-अलग 
णवभाजयता णवणधयों पर चचाथि करेंगे, जो इस अवधारिा में नए आयाम जोडती 
हैं ।

की-वर्ड : गिुनखणड, कवराज्ता, जाँर, कन्म, औकरत्

णिणध-1 : इ्ाई ्े अं् ्ो दुगना ्रना
दी गई संखया  
लीणजए

इकाई अकं 
को हटा दें 
और छँटी 
(बची) हुई  
संखया णलखें

हटाए गए 
इकाई अकं 
को दगुना 
करें

छँटी हुई संखया में 
से दगुना णकया गया 
अकं घटाएँ

यणद घटाने पर िरे 0 ह ैया 7 का गिुज 
ह,ै तो मकूल संखया 7 से णवभाजय ह ै। (यणद 
आवशयक हो तो इस प्रणरिया को दोहराए)ँ

532 53 2 × 2 = 4 53 − 4 = 49 49, 7 से णवभाजय ह ैइसणलए 532 भी 7 
से णवभाजय है

427 42 2 × 7 = 14 42 − 14 = 28 28, 7 से णवभाजय ह ैइसणलए 427 भी 7 
से णवभाजय है

29792
2975
287

2979
297
28

2 × 2 = 4
2 × 5 = 10
2 × 7 = 14

2979 − 4 = 2975
297 − 10 = 287
28 − 14 = 14

िरे संखया 2975 के णलए प्रणरिया को 
दोहराए ँ

287 के णलए प्रणरिया को दोहराए ँ

14, 7 से णवभाजय ह ैइसणलए 29792 भी 
7 से णवभाजय है

अब 2308012 
को हल करें 

7 सरे विरयाज्यतया करे  ननयम
जितेन्द्र वमपामा णव

क
क्

षा म
ें
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उपरोक्त उदाहरिों से समझ में आता है ण् यह णिणध तीन-अं्ीय सखंया ्े णलए लमबे णिराजन ्े णबना 7 से 
णिराजयता ्ी जाँच ्रने ्े णलए उपयोगी है, लेण्न 4 या ज़यादा अं्ों िाली सखंयाओ ं्े णलए ्ाफ़ी लमबी है ।

णनयम ्ा आधार   

माना ण् N = 1000 a3 + 100  a2 + 10 a1 + a0 

(जहाँ a0, a1, a2, a3 4 अकंों की संखया N के अकं हैं) 

णनयम ्े अनुसार, हम N ्े इ्ाई अं् ्े णबना, यानी छँटी हुई सखंया (जैसे NT) णलखते हैं, और णफर छँटी हुई 
सखंया (NT) में से इ्ाई अं् ्ा दुगना घटा्र ए् नई सखंया (M) प्राप्त ्रते हैं । 

NT = 100 a3 + 10 a2 + a1 (संखया के छँटने के बाद स्ानीय मानों में पररवतथिन पर धयान दें ।) 

M = NT – 2a0 = 100 a3 + 10 a2 + a1 – 2a0

हमारा कन्म िहता ह ैकि ्क्द M, 7 का गिुज ह,ै तो N भी 7 का गिुज ह ै। 

मान लें णक M, 7 का गिुज ह,ै यानी णकसी पकूिथि संखया k के णलए M = 7k । 

इसणलए, M = 7k = 100 a3 + 10 a2 + a1 – 2a0 

या 100 a3 + 10 a2 + a1 = 7k + 2a0 

N में इस मान को रखने पर, 

N = 1000 a3 + 100 a2 + 10 a1 + a0

N = (1000 a3 + 100 a2 + 10 a1) + a0 = 10 (100 a3 + 10 a2 + a1) + a0

   = 10 (7k + 2a0) + a0 = 70k + 21a0 = 7 (10k + 3a0)

इसणलए, यणद M, 7 का गिुज ह,ै तो N भी 7 का गिुज ह ै। इसे आसानी से णकतने भी अकंों वाली संखया के णलए सामानयीकृत 
णकया जा सकता ह ै।

णिणध-2 : इ्ाई अं् ्ो 5 से गुिा ्रना
दी गई संखया  
लीणजए

इकाई अकं 
हटा दें और 
छँटी (बची) हुई  
संखया णलखें

हटाए गए 
इकाई अकं को 
5 से गिुा करें

पररिाम को छँटी हुई 
संखया में जोडें

यणद योग या तो 0 ह ैया 7 का गिुज ह,ै तो 
मकूल संखया 7 से णवभाजय ह ै(यणद आवशयक 
हो तो इस प्रणरिया को दोहराए)ँ

378 37 8 × 5 = 40 37 + 40 = 77 77, 7 से णवभाजय ह ैइसणलए 378 भी 7 से 
णवभाजय है

2464 246 5 × 4 = 20 246 + 20 = 266 266 के णलए प्रणरिया को दोहराएँ
266 26 5 × 6 = 30 26 + 30 = 56 56, 7 का गिुज ह,ै इसणलए 266 और 

2464 दोनों संखयाए ँ7 से णवभाजय हैं
29792

2989

343

2979

298

34

2 × 5 = 10

9 × 5 = 45

3 × 5 = 15

2979 + 10 = 
2989

298 + 45 = 343

34 + 15 = 49

2989 के णलए प्रणरिया को दोहराए ँ

343 के णलए प्रणरिया को दोहराए ँ

49, 7 का गिुज ह ैइसणलए 343, 2989 
और 29792, तीनों संखयाए ँ7 से णवभाजय हैं

अब 2308012 
को हल करें 
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इस णिणध ्े णलए, ्ोई री णनमनानुसार औणचतय प्रदान ्र स्ता है, जो बहुत हद त् णपछले िाले ्े समान ही है ।

माना णक N = 1000 a3 + 100 a2 + 10 a1 + a0 

(जहाँ a0, a1, a2, a3, 4 अकंों की संखया, N के अकं हैं) 

णनयम ्े अनुसार हम N ्े इ्ाई अं् ्े णबना, यानी छँटी हुई सखंया (जैसे NT) णलखते हैं, और णफर NT में इ्ाई 
अं् ्ा पाँच गुना जोड्र ए् नई सखंया (मान लें M) प्राप्त ्रते हैं । 

NT = 100 a3 + 10 a2 + a1 (संखया छाँटने के बाद स्ानीय मानों में पररवतथिन पर धयान दें ।) 

M = NT + 5a0 = 100 a3 + 10 a2 + a1 + 5a0

हमारा कन्म िहता ह ैकि ्क्द M, 7 का गिुज ह,ै तो N भी 7 का गिुज ह ै। 

मान लें णक M, 7 का गिुज ह,ै यानी णकसी पकूिथि संखया k के णलए M = 7k ।

इसणलए, M = 7k = 100 a3 + 10 a2 + a1 + 5a0 

या 100 a3 + 10 a2 + a1 = 7k – 5a0

N में इस मान को रखने पर, 

N = 1000 a3 + 100 a2 + 10a1 + a0

N = (1000 a3 + 100 a2 + 10a1) + a0 = 10 (100 a3 + 10 a2 + a1) + a0

   = 10 (7k – 5a0) + a0 = 70k – 49a0 = 7 (10k – 7a0)

इसणलए, यणद M, 7 का गिुज ह,ै तो N भी 7 का गिुज ह ै। इसे आसानी से णकतने भी अकंों  वाली संखया के णलए सामानयीकृत 
णकया जा सकता ह ै।
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यह 7 से णवभाजयता की जाँच करने का एक और तरीक़ा ह ै। आइए इसे चरि-दर-चरि समझते हैं । 

1. संखया के इकाई स्ान से आरमभ करते हुए तीन अकंों के समकूह बनाए ँ। िरे अकं अणनतम समकूह में िाणमल होंगे । 
रिमिः पहला समकूह णवरम, दकूसरा समकूह सम, तीसरा णवरम वग़ैरह होंगे ।

2. प्रतयेक समकूह में सबसे दाए ँअकं को 1 से, अगले वाले को 3 से और सबसे बाए ँवाले अकं को 2 से गिुा करें ।

3. प्रतयेक समकूह में प्राप्त सभी गिुनिल को जोडें । 

4. णवरम और सम समकूहों का योग ज्ञात कीणजए । 

5. यणद इन दोनों योगों का अनतर, 7 से णवभाजय ह ैया 0 ह,ै तो मकूल संखया 7 से णवभाजय होगी ।

णनयम ्ा आधार 

मान लीणजए N = 100000 a5 + 10000 a4 + 1000 a3 + 100 a2 + 10 a1 + a0 

(जहाँ a0, a1, a2, a3, a4, a5, 6 अकंों की संखया, N के अकं हैं) 

S1 = a0 × 1 + a1,× 3 + a2 × 2          S2 = a3 × 1 + a4 × 3 + a5 × 2

M = S1 – S2

कोई भी संखया 
लीणजए 

इकाई अकं 
से आरमभ 
करते हुए 
तीन अकंों 
के समकूह 
बनाएँ

प्रतयेक समकूह में सबसे दाए ँवाले 
अकं को 1 से, अगले वाले को 
3 से और सबसे बाए ँवाले अकं 
को 2 से गिुा करें

सभी णवरम 
समकूहों को 
जोडें

सभी सम 
समकूहों को 
जोडें

(c-d) का अनतर 

a b c d e
N1 = 672 672 6 × 2 + 7 × 3 + 2 × 1 = 35 35 0 35
पररिाम |c–d|= 35, 7 से णवभाजय ह ै। अतः संखया N1 भी 7 से णवभाजय ह ै।
N2 = 4704 004 704 4 × 1 = 4

7 × 2 + 0 × 3 + 4 × 1 = 18

18 4 |18 – 4| = 14

पररिाम |c–d |= 14, 7 से णवभाजय ह ैइसणलए, संखया N2 भी 7 से णवभाजय ह ै।
N3 = 32921 032

921

3 × 3 + 2 × 1 = 11

9 × 2 + 2 × 3 + 1 × 1 = 25

25 11 |25 – 11| = 14

पररिाम |c–d|= 14, 7 से णवभाजय ह ैइसणलए, संखया N3 भी 7 से णवभाजय ह ै।
N4 = 197526 197

526

1 × 2 + 9 × 3 + 7 × 1 = 36

5 × 2 + 2 × 3 + 6 × 1 = 22

22 36 |22 – 6| = 14

पररिाम |c–d |= 14, 7 से णवभाजय ह ैइसणलए, संखया N4 भी 7 से णवभाजय ह ै।
N5 = 
164953525268

164

953

525

268

1 × 2 + 6 × 3 + 4 × 1 = 24

9 × 2 + 5 × 3 + 3 × 1 = 36

5 × 2 + 2 × 3 + 5 × 1 = 21

2 × 2 + 6 × 3 + 8 × 1 = 30

30+36 = 66 21+24 = 45 |66 – 45| = 21

पररिाम |c–d|= 21, 7 से णवभाजय ह ैइसणलए, संखया N5 भी 7 से णवभाजय ह ै।

णिणध-3 : अं्ों ्ा समकूह बनाना (णनयम 1-3-2) 
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हमारा णनयम कहता ह ैणक यणद M, 7 का गिुज ह,ै तो N भी 7 का गिुज ह ै। 

मान लें णक M, 7 का गिुज ह,ै यानी णकसी पकूिथि संखया k के णलए M = 7k । 

7k = (a0 × 1 + a1× 3 + a2 × 2) – (a3 × 1 + a4 × 3 + a5 × 2) = (-2a5 – 3a4 –a3 +  2a2 + 3a1 + a0)

N = (100002a5 – 2a5) + (10003a4 – 3a4) + (1001a3 – a3) + (98a2 + 2a2) + (7a1 + 3a1) + a0

N = 7(14286a5 + 1428a4 + 143a3 + 14a2 + a1) + (–2a5 – 3a4 – a3 + 2a2 + 3a1 + a0)

N = 7(14286a5 + 1428a4 + 143a3 + 14a2 +a1) + 7k

इसणलए, यणद M 7 िा गिुज ह,ै तगो N भी 7 का गिुज ह ै। इसे आसानी से णकतने भी अकंों वाली संखया के णलए सामानयीकृत 
णकया जा सकता ह ै।

नोट : णनयम 1-3-2 का उपयोग 2 या अणधक अकंों वाली णकसी भी संखया के णलए णकया जा सकता ह ै। यह हमें णकसी भी संखया 
की 7 से णवभाजयता आसानी से और िीघ्रता से ज्ञात करने में मदद कर सकता ह ै।

तुलना
तरीक़ा आिशय् सणंरियाए ँ णटपपिी 

इकाई अकं को दोगनुा करना ×, – 2 या 3 अकंीय संखयाओ ंके णलए उपयोगी ।

इकाई अकं को 5 से गिुा करना ×, + 2 या 3 अकंीय संखयाओ ंके णलए उपयोगी ।

णनयम 132 ×, +, –, समकूहीकरि तीन अकं से अणधक अकं वाली संखयाओ ंके णलए 
उपयोगी ।

इस तरह की खोजबीन से णिक्षकों को ऐसे पािों की योजना बनाने में मदद णमलती ह,ै कजससे कवद्ाकर्भ्ों में समस्ा समािान, 
ताकि्भ ि सगोर और गिनातमि (अकरिलनातमि) सगोर िी क्मता कविकसत हगोती ह ै। कवद्ारमी गकित और गिनातमि सगोर िी 
अमतू्भताओ ंऔर अन् मखु् तिनीिों, जैसे घटनाओ ंिी गकिती् मॉडकलंग और समस्ाओ ंिगो हल िरने िे कलए िलन िे 
कविास िे सार िाम िरने में सहज हगो जाते हैं । (एनसीएफ़-एसई 2023) ।

यणद णवभाजयता णनयमों का णिक्षि संखया कौिल का अभयास करने पर ही रुक जाता ह,ै तो हम ऐसे समधृि णवरय की क्षमता 
को, गमभीर रूप से सीणमत कर रह ेहैं । यह पकूछना णक णनयम कयों काम करता ह,ै इसका सामानयीकरि करने का प्रयास करना, 
णवणभनन णनयमों की तलुना करना और णिर अपने सवयं के णनयम बनाने का प्रयास करना, णवद्ाण थ्ियों में न केवल गणितीय क्षमता 
णवकणसत करेगा बणलक णवरय का आननद और सौनदयथि की समझ भी प्रदान करेगा । 

Reference
1. http://publications.azimpremjifoundation.org/2306/1/3_Chika%27s_test_for_divisibility_by_7.pdf

2. https://ncert.nic.in/pdf/NCFSE-2023-August_2023.pdf

णजतेनद् िमाया णज़ला धार, मधय प्रदिे में अज़ीम पे्रमजी फ़ाउंडेिन में स्ोत वयणक्त हैं । उनहोंने इगनकू नई णदलली से णवत्त में 
एमबीए णकया ह ै। णजतेनद्र ने मधय प्रदिे के पणबलक सककू लों में गणित णिक्षक और णपं्रणसपल के रूप में काम णकया । वतथिमान 
में वे वैचाररक समझ के सा्-सा् गणित पढाने में उपयोग की जाने वाली िकै्षणिक प्रणरियाओ ंपर धयान केणनद्रत कर रह े
हैं । वे 5 वरभों से अणधक समय से णिक्षकों और बचचों के सा् गणित पर काम कर रह ेहैं । वे गणित से जडुी भ्राणनतयों को 
दकूर करने और गणित को आसानी से सीखने और समझने के णलए णिक्षि संसाधनों की खोज और णडज़ाइन करने में संलगन 
हैं । उनसे Jitendra.verma@azimpremjifoundation.org पर समपकथि  णकया जा सकता ह ै।

अनुिाद : यिोधरा कनेररया       पुनरीक्ि : सिुील जोिी     ्ॉपी एणिटर : अनजु उपाधयाय

http://publications.azimpremjifoundation.org/2306/1/3_Chika%27s_test_for_divisibility_by_7.pdf
https://ncert.nic.in/pdf/NCFSE-2023-August_2023.pdf


56 अज़ीम प्रेमज़ी यनूिवर स्िट़ी एट राइट एंगल्स, मार्च 2024

एट राईट एगंल्स निमबर 2023 अं् में प्र्ाणशत चुनौती

हमने एक सवाणदष्ट चॉकलेट केक को 12 टुकडों में बाँटा और प्रतयेक टुकडे को 
आधी ्पलेट में परोसा! 

आपकी चनुौती ह ैणक इस णस्णत से आप गणित के णकतने प्रश्न बना सकते हैं? 

अपने प्रश्न AtRiA.editor@apu.edu.in पर भजेें ।

दो पािकों की प्रणतणरियाए ँहम यहाँ प्रकाणित कर रह ेहैं ।

गणित बहुत आसषान कषाम है!

पाठ् ्ी प्रणतणरिया 

रोणहिी खापडधे 

rohin.haparde@mgsnagpur.org 

सककू ल ऑि सकॉलसथि, अकोला । 

समबधिता संखया 1130166

1.  दो-णतहाई केक परोसने के णलए णकतनी 
्पलेटों की आवशयकता होगी? 

2.  यणद 12 टुकडों में से केवल 8 को ही 
परोसा जाना ह,ै तो इतने केक को परोसने 
के णलए आवशयक ्पलेटों की संखया और 
पकूरे केक को परोसने के णलए आवशयक 
्पलेटों की संखया का अनपुात कया ह?ै

पाठ् ्ी प्रणतणरिया 

आणसतक यादव 

astikyadav@mgsnagpur.org 

सककू ल ऑि सकॉलसथि हुडकेश्वर, नागपरु

1. यणद काटने से पहले मकूल गोलाकार केक की णरिजया ‘r’ ह ैऔर 
केक को 12 बराबर टुकडों में काटा जाता ह ैऔर प्रतयेक को ‘p’ 
णरिजया वाली आधी ्पलेट पर परोसा जाता ह ै। केक के एक टुकडे 
के क्षेरििल और एक आधी ्पलेट के क्षेरििल के अनपुात की 
गिना ‘r’ और ‘p’ के रूप में करें ।  

2. यणद णकसी ने एक णतहाई केक खा णलया, तो केक का णकतना 
भाग िरे रह गया? 

3. यणद आप पकूरे केक को 100% मानें तो प्रतयेक ्पलेट पर केक का 
णकतना प्रणतित ह?ै

4. यणद कोई केक के 3 टुकडे खाता ह,ै तो उसने पकूरे केक का णकतना 
भाग खाया ह?ै 

5. यणद हम केक को 4 लोगों में बराबर-बराबर बाँटना चाहें तो 
प्रतयेक वयणक्त को णकतने टुकडे णमलेंगे?

बत्दी गदुल! के ललए सवपालों के हमपार ेसदुझपाव 

1. मान लो णक घर 3 × 3 का एक वगथि ह ैणजसमें 9 कमरे हैं । यणद िरुुआत में सभी कमरों की सभी बणत्तयाँ ‘चालकू’ हों तो 
कया आप सारी बणत्तयों को बनद कर सकते हैं? ऐसा करने के णलए आपको कम-से-कम णकतने प्रयास करने होंगे?

2. कया आप n × n के एक वगथि के णलए इसका सामानयीकरि कर सकते हैं?

3. अगर घर की आकृणत  m × n के एक आयत जैसी हो, तो इस णस्णत के णलए कया आप इस सवाल को णवसतार द े
सकते हैं? 

4. कया आप 2 × 2 × 2 के एक घन के णलए इस सवाल को णवसतार द ेसकते हैं?

आप और णकस तरह के णवसतार व सामानयीकरिों के बारे में सोच सकते हैं? इन सवालों को आप कैसे हल करेंगे?

आप अपने जवाब और/या आपके द्ारा बनाई गई कोई भी पहलेी AtRightAngles.editor@apu.edu.in पर भजे 
सकते हैं । 

mailto:rohin.haparde@mgsnagpur.org
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छले कुछ समय से, मझु ेप्रा्णमक और माधयणमक, दोनों सतरों पर 
णिक्षकों और बचचों के सा् काम करने के कई अवसर णमले हैं । 
मैंने गणित के सरिों को अणधक मज़ेदार बनाने के णलए रोज़मराथि की 

णज़नदगी से जडुी हुई कुछ पहणेलयाँ या सवाल पकूछना अपनी आदत बना ली । 
जब भी णकसी ने कोई समाधान सझुाया, तो मैं हमिेा उस समाधान तक पहुचँने 
के णलए उनके द्ारा अपनाई गई प्रणरियाओ ंऔर उन प्रणरियाओ ंको अपनाने के 
पीछे की उनकी सोच को समझने की कोणिि करता हटू ँ। 

ऐसा ही एक सवाल यह रहा — 

“णकसी कमरे में कुछ खरगोि और कुछ मगुधे हैं । णकसी ने 
चौकीदार से मगुभों और खरगोिों की संखया पकूछी । इसके 
जवाब में चौकीदार ने कहा णक वह यह तो नहीं जानता णक 
कमरे में णकतने मगुधे और णकतने खरगोि हैं, लेणकन यह 
ज़रूर जानता ह ैणक कमरे में कुल 100 णसर और 250 पैर 
हैं । कया आप पता लगा सकते हैं णक उस कमरे में णकतने 
खरगोि और णकतने मगुधे हैं?”1

जब भी इस सवाल को वयसकों, माधयणमक सककू ल के बचचों या णिक्षकों से पकूछा 
गया, तो उनमें से अणधकतर इसे अनमुान लगाकर और “परीक्षि और रिणुट की 
णवणध” (Trial And Error Method) को इसतेमाल करके हल करते ्े । जैसे 
णक वे अनमुान लगाते णक 80 मगुधे और 20 खरगोि हैं, णजनको णमलाने पर हमें 
कुल 100 णसर हाणसल होंगे । णिर जब वे पैरों की कुल संखया की गिना करते, 
तो उनहें 240 पैर णमलते । ऐसे में उनहें एहसास होता णक सवाल में पैरों की संखया 
250 दी गई ह ैऔर उनहें अपने अनमुान को सधुारना पडेगा । इसके बाद वे मगुभों 
और खरगोिों की संखया को बदलकर णिर से पैरों की संखया का णहसाब लगाते 
और 100 णसर और 250 पैर हाणसल करने की कोणिि करते । 

जब उनके सामने यह सवाल रखा जाता णक कया इस सवाल को हल करने के 

की-वर्ड : सवाल हल िरना, ति्भ , व्कक्त

सियाल छुडयानरे कया 
अपनया-अपनया तऱीक़या
सन्दीप ददवपाकर णप

1  मैंने यह सवाल काफ़ी समय पहले कहीं पढा या सनुा ्ा ।
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एक से अणधक तरीक़े हो सकते हैं, तो बीजगणित जानने 
वाले कुछ वयसक, माधयणमक सककू लों के बचच ेऔर णिक्षक 
सवाल को हल करने के णलए तरुनत समीकरि तैयार कर 
दतेे । उदाहरि के णलए x + y = 100 और 2x + 4y = 250 
(जहाँ x मगुभों की और y खरगोिों की संखया होती) ।  

इसके बाद वे इन समीकरिों को सरल करने के णलए 
प्रणतस्ापन (Substitution), णवलोपन (Elimination), 
रिॉस गिुन (Cross Multiplication) जैसी णवणधयों का 
इसतेमाल करके उनहें ऐसे समीकरि में बदलते णजसमें मारि 
एक चर हो । मसलन, खरगोिों की संखया x मानने पर, मगुभों 
की संखया 100 - x होगी । इससे समीकरि 4x + 2 (100 
− x) = 250 णमलता ह,ै णजससे x का मान पता करने में 
और खरगोिों और मगुभों की संखया की गिना करने में मदद 
णमलती ह ै। 

50 से भी जयादा समकूहों के सा् इस सवाल पर काम करने 
पर मैंने दखेा णक लगभग सभी समकूहों ने हल णनकालने के 
णलए या तो परीक्षि और रिणुट णवणध या णिर बीजगणितीय 
समीकरिों का सहारा णलया । माधयणमक सककू लों के गणित के 
णिक्षकों या बीजगणित से पररणचत लोगों ने तरुनत ही अणधक 
औपचाररक तरीक़ा चनुा । इसके उलट, प्रा्णमक सतर के 
ऐसे णिक्षकों और वयसकों ने, जो बीजगणित से कतराते हैं, 
मखुय रूप से परीक्षि और रिणुट णवणध को इसतेमाल णकया । 

जब उनसे यह पकूछा गया णक इस सवाल को णकस सतर के 
बचचों से पकूछा जाना चाणहए, तो गणित के सभी णिक्षकों ने 
एक सवर में सहमणत ज़ाणहर की णक यह एक कणिन सवाल 
ह ैऔर इसे बचचों से तब तक नहीं पकूछा जाना चाणहए जब 
तक णक उनहें बीजगणित की जानकारी न हो । उनहोंने सझुाव 
णदया णक यह सवाल कक्षा-6  या उससे ऊपर की कक्षाओ ं
के बचचों के णलए िीक रहगेा । 

इस सवाल को प्रा्णमक सतर में पढने वाले बचचों के कुछ 
समकूहों से भी पकूछा गया । बहुत-से बचच ेइसे नहीं हल कर 
सके, उनहोंने कहा णक यह सवाल अलग ्ा कयोंणक इसमें 

उनसे सीध ेतौर पर जोडने, घटाने, गिुा करने या भाग दनेे 
को नहीं कहा गया ्ा । कुछ बचचों ने अलग-अलग तरीक़ों 
से णचरि बनाकर इसे हल करने की कोणिि की, लेणकन णिर 
उनहोंने यह कहते हुए इसे हल करने से इनकार कर णदया णक 
सवाल कणिन ्ा । 

इस पकूरे कायथि के दौरान, मझु ेऐसे दो-तीन बचच ेणमले णजनके 
जवाब सही ्े और सवाल को हल करने के णलए उनके 
द्ारा अपनाए गए तरीक़े अनकूिे ्े । जब मैंने इनमें से एक 
बचच ेसे सवाल को हल करने का उसका तरीक़ा पकूछा, तो 
उसने अपनी भारा में समझाया, “दणेखए सर, इस सवाल में 
खरगोि और मगुधे हैं । खरगोिों के चार पैर होते हैं और मगुभों 
के केवल दो पैर होते हैं । चकूणँक णसरों की कुल संखया 100 
ह,ै तो मैं जानता हटू ँणक जानवर 100 हैं । आइए सबसे पहले 
दोनों जानवरों को दो-दो पैर द ेदतेे हैं, इससे हमें 250 पैरों 
में से 200 पैर णमल जाएगँे और हमारे पास 50 पैर बाक़ी 
बचेंगे । अब आप णकसी भी जानवर को एक पैर नहीं द ेसकते 
कयोंणक णकसी भी जानवर के तीन पैर नहीं होते हैं । इसणलए 
आपको पैर 2-2 के जोडे में दनेे होंगे । हमारे पास 50 पैर बच े
हैं, अब अगर हम प्रतयेक को दो पैर दतेे हैं, तो हम 50 पैरों 
को केवल 25 जानवरों को ही द ेसकें गे । इस तरह से, णजन 
25 जानवरों को ये पैर णमलेंगे उनके चार पैर होंगे, तो इस तरह 
से ये 25 जानवर खरगोि होने चाणहए और िरे 75 जानवर 
मगुधे होंगे ।” 

बेिक़, वयसक, माधयणमक सककू लों के बचच े और णिक्षक 
इस सवाल को हल करने के णलए पाि्यपसुतक में दी गई 
णवणधयों को इसतेमाल करते हैं, लेणकन प्रा्णमक सतर के 
बचच ेइसे हल करने में खकूब मज़े करते हैं और अपनी खदु की 
णवणधयों का इसतेमाल करते हैं । उनकी इन णवणधयों की जाँच-
पडताल करने और यह अवलोकन करने पर णक णकस तरह 
से सवाल को हल करने के णलए वे अपनी खदु की णवणधयों 
का इसतेमाल करते हैं, यह पता चलता ह ैउनकी णवणध में भी 
गणितीय तकथि  और समसया समाधान का ताणकथि क दृणष्टकोि 
िाणमल होता ह ै।

सनदीप णदिा्र 2012 से अज़ीम पे्रमजी फ़ाउंडेिन भोपाल, मधय प्रदिे में गणित के स्ोत वयणक्त के रूप में कायथिरत हैं । 
उनहें उचचतर माधयणमक सककू लों में गणित पढाने का अनभुव ह ैऔर उनहोंने 15 वरभों तक राजय णिक्षा केनद्र (एससीईआरटी) 
में वयाखयाता के तौर पर काम णकया ह ै। सनदीप एससीएि, णकताबों, प्रणिक्षि के मॉड्यकूलस और णिक्षक प्रणिक्षकों, 
णिक्षकों और बचचों के णलए सीखने-णसखाने की सामग्ी के णवकास से जडेु रह ेहैं । उनके लेख शकैक्ि पलाश, प्रारकमि 
कशक्ि, शकैक्ि सं्दर्भ आणद में छप चकेु हैं । सनदीप से sandeep.diwakar@azimpremjifoundation.org पर 
समपकथि  णकया जा सकता ह ै। 

अनुिाद : िहनाज़      पुनरीक्ि : सिुील जोिी     ्ॉपी एणिटर :  अनजु उपाधयाय
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समाधान :

न लीणजए णक A वह णबनद ुह ैजहाँ भाला णगरता ह,ै α वह वतृ्तीय 
चाप ह ैजो A के सबसे नज़दीक ह,ै और O α का केनद्र ह ै। सही 
माप सणुनणचित करने के णलए टेप को A और O को जोडने वाली 

रेखा की सीध में होना चाणहए । माना णक C वह णबनद ुह ैजहाँ रेखा AO और 
वतृ्तीय चाप α एक-दकूसरे को काटती हैं । अगर णिणक्षका (जो णक रेिरी की 
भकूणमका णनभा रहीं हैं), α पर सही स्ान पर C णबनद ुनहीं ढकूँढ पाती हैं तो मापने 
में गलती हो सकती ह ैऔर उपणवजेता द्ारा उिाया गया सवाल सही णसधि हो 

मोहन आर.

O

AC

α

जाएगा । रेिरी एकदम सही जगह पर णबनद ुC कैसे पता कर सकती हैं?

णचत्र-1

टकूटरे हुए टरेप सरे 
रयालया फें क को मयापनया

मा

की-वर्ड : अनपु्र्गोग, अनत: कवष्ि, समस्ा समािान
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यणद हम α पर कोई अनय णबनद ुB चनुते हैं, तो णरिभजु असणमका (triangle inequality) के अनसुार हमारे पास OB + BA 
> OC + CA = OA होगा ।

O

AC

α

B

इसणलए, यणद B चाप α पर C से अलग कोई णबनद ुह ैतो हम A को केनद्र और AB को णरिजया रखकर एक और वतृ्तीय चाप β 
खींच सकते हैं । अब β, α को मकूल णबनद ुB पर और एक अनय णबनद ुD पर काटता ह ै। (कया ऐसा तब भी होगा जब B और C 
दोनों णबनद ुिीक एक ही जगह होंगे?)

A

C

α

B

D

β

नीच ेणदए गए णवसताररत (चरम णस्णत के) णचरि पर नज़र डालते हैं । मान लीणजए णक B और D को जोडने वाली रेखा O और 
A को जोडने वाली रेखा को णबनद ुM पर काटती ह ै। इस णस्णत में [SSS (भजुा-भजुा-भजुा सवाांगसमता से)] णरिभजु BOA 
और DOA सवाांगसम हैं । इसका मतलब ह ैणक ∠BOA = ∠DOA ह,ै और इसणलए णरिभजु BOM और DOM सवाांगसम हैं 
[SAS (भजुा-कोि-भजुा सवाांगसमता से)] । इसका तातपयथि ह ैणक ∠OMB = ∠OMD हैं और समकोि हैं । इस प्रकार, रेखाए ँ
BD और OA एक-दकूसरे के लमबवत हैं ।

O A

B

D

CM

णचत्र-2 

णचत्र-3

णचत्र-4 
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मोहन आर. अज़ीम पे्रमजी णवश्वणवद्ालय में गणित पढाते हैं । मकूलत: वे एक बीजगणितज्ञ हैं । वे गणित णिक्षा और गणित 
संवाद में रुणच रखते हैं । वे कनाथिटक के गणितीय ओलणमपयाड के क्षेरिीय समनवयक हैं । उनस ेmohan.r@apu.edu.in 
पर समपकथि  णकया जा सकता ह ै।

अनुिाद : िौयाथि बरताररया          पुनरीक्ि : प्रणतका गपु्ता        ्ॉपी एणिटर : अिसाना पिान

A

C

α

B

D

β

इसणलए, यणद रेिरी वतृ्तीय चाप α पर कोई भी णबनद ुB चनुती हैं, तो वह माधयणमक कक्षा में पढाई जाने वाली बणुनयादी 
जयाणमतीय का उपयोग करके BD का लमब समणद्भाजक (या ∠BAD का कोि समणद्भाजक) खींच सकती हैं । इस तरह, चाप 
α को यह समणद्भाजक णजस जगह काटेगा वह णबनद ुC होगा ।

समपाद् टीप : जब हम जयाणमणत को वासतणवक दणुनया के अनभुवों से जोडते हैं तो यह अणधक रोचक बन जाती ह ै। यहाँ चचाथि 
णकए गए णसधिानत गोला िें क, हमैर थ्ो और णडसकस थ्ो जैसे खलेों में दकूरी को मापने में, णविरेकर ताणकथि कता, रिणुट णवशे्रि और 
प्रमाणिकता णसधि करने में मदद करते हैं ।

इसके अणतररक्त, यह चचाथि वतृ्त की सपिथि-रेखा की अवधारिा की ओर भी ले जाती ह ै। यणद रेिरी णबनद ुB के बजाय णबनद ुC को 
चनुती हैं, तो सपष्ट ह ैणक नया वतृ्तीय चाप β वतृ्तीय चाप α को णकसी अनय णबनद ुपर नहीं काटेगा । इसणलए, णबनद ुC से गज़ुरने 
वाली, AO की लमबवत रेखा C के सपिथिणबनद ुको दिाथिती ह ै। यह अवधारिा णनमनणलणखत प्रमये को भी छकू ती (या रेखांणकत 
करती) ह,ै णजसे आमतौर पर णवद्ाण थ्ियों को बाद में पढाया जाता ह ै:

प्रमये : वतृ्त के णकसी णबनद ुपर सपिथि रेखा सपिथि णबनद ुसे गज़ुरने वाली णरिजया पर लमब होती ह ै।

आरार
एट राइट एगंलस सयुि णतवारी के प्रणत आभारी ह ै। वे अज़ीम पे्रमजी सककू ल, धमतरी में गणित णिक्षक हैं । भाला िें क में दकूरी को मापने पर 
णलखी उनकी णट्पपिी ने इस लेख के णवचार को जनम णदया ।

णचत्र-5 



16 जुलाई, 1945, न्यू मेक्सिको का रेगिस्ान । पौ फटने के साथ दुगनया के पहले परमाणु बम के विस्ोट का पल क़रीब आते 
ही, िातािरण में एक ऐततहाससक सन्ाटा छा िया था । इस विस्ोट को देखने बम के गनमामाता इकटे् थे ।

सत्य से साक्ात्ार का क्ण अलस्ुबह 5:29 आया । उस पहले परमाणु बम के फयू टते ही एक चुँगधयाती चमक और कानफोडयू  
दहाड उत्पन् हुई । अकल्पनीय शगति के साथ तरंिें चहँुओर फैल िईं ।

इतनी जल्ी इतनी बडी मात्ा का ‘अनुमान’ उन्होंने कैसे लगा ललया था?

िहाँ जमा हुए तेजस्वियों में मेनहेटन प्ोजेक्ट 
के एक प्मुख िैज्ागनक, एनररको फममी भी 
शागमल थे । परमाणु विस्ोट से कुछ ही क्ण 
पहले उन्ोंने एक सरल-सा प्योि तैयार 
वकया था । 

विस्ोट की पहली कौंध देखते ही, फममी ने 
अपने ससर के ऊपर काग़ज़ के कुछ टुकडे 
हिा में छोडे और उनका अिलोकन करते 
रहे — काग़ज़ के टुकडे लहराते हुए उनसे 
कोई 2 मीटर की दूरी पर जाकर गिरे ।

विस्ोट के चन्द सेकंड के अन्दर ही फममी ने बम की ऊजामा का अन्दाज़ा लिा सलया था – 10,000 टन टीएनटी । कुछ सप्ाह 
बाद की व्यिस्थित िणनाओ ंने इस बात की पुष्टि की वक फममी का अन्दाज़ा उल्ेखनीय रूप से िास्विक ऊजामा उत्सजमान के 
क़रीब था ।
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ह लेख िमथी णवणध की पडताल करता ह,ै जो बडी-से-बडी संखयाओ ं
का अनदाज़ा लगाने में अटकलों की नयकूनतम संखया का इसतेमाल 
करने का एक तवररत और प्रभावी तरीक़ा ह ै। इस पहले भाग में, हम 

कुछ उदाहरिों के सा् इस णवणध का प्रदिथिन करेंगे । अनत में आपके णलए चनद 
पेचीदा िमथी सवाल हल करने के णलए णदए गए हैं!

फममी णिणध

एनररको िमथी (1901-1954) एक इतालवी भौणतक णवज्ञानी ्े णजनहोंने 
नाणभकीय भौणतकी और कवांटम यांणरिकी के क्षेरि में महत्वपकूिथि योगदान णदया 
ह ै। धीम ेनयकूरिॉनों की वजह से होने वाली नाणभकीय अणभणरियाओ ंपर उनके 
अभकूतपकूवथि िोध ने उनहें 1938 में भौणतकी का नोबेल परुसकार णदलाया । नोबेल 
परुसकार पाने के तरुनत बाद, वे मसुोणलनी के िासीवादी िासन से बचकर 
संयकु्त राजय अमरीका चले गए ्े । चार साल बाद, णिकागो में उनहोंने अपनी 
पहली णनरनतर/ णनयंणरित परमाि ुप्रणतणरिया का उतपादन णकया । इस खोज ने 
परमाि ुबम व परमाि ुणवखणडन ररएकटरों के णवकास का मागथि प्रिसत णकया, 
णजससे परमाि ुऊजाथि व इसके समभाणवत अनपु्रयोगों के बारे में हमारी समझ में 
रिाणनतकारी बदलाव आया ।

िमथी की बौणधिक क्षमता उनकी वैज्ञाणनक गणतणवणधयों से कहीं आगे जाती ्ी । 
उनके पास सीणमत जानकारी के आधार पर सही अनमुान लगाने और जणटल 
समसयाओ ंको हल करने की अदु्त क्षमता ्ी । समसया-समाधान के णलए 
उनका अपरमपरागत दृणष्टकोि, जो अकसर अनतज्ञाथिन और सामानय ज्ञान पर 
णनभथिर करता ्ा, ‘िमथी णवणध’ या ‘िमथी अनमुान’ के नाम से जाना जाने लगा ।

िमथी अकसर असामानय सवाल बनाकर और उनहें हल करके अपने दोसतों और 
णवद्ाण थ्ियों का मनोरंजन णकया करते ्े । जैसे, “णिकागो में णकतने णपआनो 
ट्यकूनर हैं?” ‘फ़मथी समसया’ णकसी ऐसी चीज़ का तवररत अनमुान माँगती ह ैणजसे 
सटीक रूप से मापना कणिन या असमभव लगता ह ै।

की-वर्ड : फममी कवकि, अनमुान, सजृनशील समस्ा-समािान, ति्भ

ग
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षाअनमुयान लगयानरे 
की कलया – रयाग-1
मोहन आर. य
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इन समसयाओ ंके हल के प्रणत िमथी का तरीक़ा होता ्ा, सामानय ज्ञान और मोटे-मोटे 
अनमुान के द्ारा उत्तर के क़रीब पहुचँना ।

फममी समसयाए ँकया हैं और उन्ा समाधान ्ैसे ्रें?
उदाहरि के णलए, आइए णिकागो िहर में णपआनो ट्यकूनरों की संखया णनधाथिररत करने 
की समसया पर णवचार करें । यह गतु्ी एक वरथि में सेकंडों की संखया का णनधाथिरि करने 
की एक अनय अनमुान समसया से णकस प्रकार णभनन ह?ै इस बाद वाली समसया को 
हल करने के णलए, हमें एक वरथि में णदनों की संखया, एक णदन में घणटों की संखया, एक 
घणटे में णमनटों की संखया और एक णमनट में सेकंडों की संखया मालकूम होनी चाणहए । 
इन सभी का एक णनणचित उत्तर ह ै। हमें बस समय की इकाई को सेकंड प्रणत वरथि में 
बदलना होगा । 

365
1

24
1

60
1

60
1

3
days

year
hours
day

minutes
hour

seconds
minute

� � � � ��107 seconds
year

एक तरह से, बाद वाली समसया को समसया के क्न में ही णदए गए आकँडों के सा् 
ताणकथि क णनगमन के द्ारा हल णकया जा सकता ह ै। दकूसरी ओर, िमथी समसयाए ँसामानय 
गणितीय समसयाओ ंसे सपष्ट रूप से णभनन होती हैं, कयोंणक िमथी समसया का उत्तर केवल ताणकथि क णनगमन द्ारा सतयाणपत नहीं 
णकया जा सकता ह ैऔर हमिेा अनमुाणनत ही होता ह ै। णिकागो में णपआनो ट्यकूनरों की एकदम सही संखया जानने के णलए, हमें 
िहर के सभी णपआनो ट्यकूनरों की कुल संखया णगननी पड सकती ह!ै अब हो सकता ह ैणक सभी णपआनो ट्यकूनर या तो टेलीफ़ोन 
णनदधेणिका में सकूचीबधि ना हों या गकूगल से भी ना पाए जा सकें  ।

एक तरीक़ा ह ैणजससे आप पता लगा सकते हैं णक णिकागो में णकतने णपआनो ट्यकूनर हैं :

1. िरुुआत यह अनमुान लगाकर करें णक णिकागो में णकतने लोग रहते हैं ।

2. अनदाज़ा लगाए ँणक णिकागो में णकतने घर हैं ।

3. अब णपआनो वाले घरों का अनमुान लगाए ँ।

4. अनमुान लगाए ँणक प्रतयेक घर में णकतनी बार णपआनो ट्यकून कराया जाता ह ै।

5. अनमुान लगाए ँणक एक णपआनो को ट्यकून करने में णकतना समय लगता ह ै।

6. अनदाज़ा लगाइए णक एक णपआनो ट्यकूनर एक सप्ताह में णकतने घणटे काम करता ह ै।

अनमुान लगाते समय हम समसया को छोटे-छोटे चरिों में तोड दतेे हैं, णिर प्रतयेक चरि में, हमें कुछ अनमुान लगाने होते हैं । 
चकूणँक हमारा लक्य सटीक आकलन नहीं बणलक एक मोटा-मोटा अनमुान ह,ै हमें बस यह सणुनणचित करना ह ैणक हमारा अनमुान 
सही पररमाि के भीतर ह ै। हो सकता ह ैप्रतयेक चरि में हमारा आकलन वासतणवकता से अणधक या कम हो । मसलन, णपआनो 
केवल घरों में नहीं बणलक सावथिजणनक स्ानों और वयावसाणयक णिकानों पर भी हो सकते हैं । हो सकता ह ैकुछ णपआनो हमारी 
सोच से अणधक या कम बार ट्यकून णकए जाते हों । प्राणयकता का णनयम कहता ह ैणक यणद हम अपने अनमुान लगाते समय अलग-
अलग णदिाओ ं(कम या अणधक की) में रिणुटयाँ करते हैं, तो वे एक-दकूसरे को णनरसत कर देंगी और हमारा अणनतम अनमुान सही 
उत्तर के क़रीब होगा ।

णिकागो में मौजकूद णपआनो ट्यकूनरों की आबादी का अनमुान लगाने जैसी समसया का इसी प्रकार का तरीक़ा णनमनणलणखत TED-
Ed वीणडओ में दखेा जा सकता ह ै।

A clever way to estimate enormous numbers - Michael Mitchell

णचत्र-1: एनररको िमथी 
Source: Enrico Fermi. (2024, 

January 26). In Wikipedia.  
https://en.wikipedia.org/wiki/

Enrico_Fermi
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कुछ िमथी समसयाए ँऔर उनहें सलुझाने की यणुक्तयाँ दणेखए ।

समसया-1 : दुणनया में ण्तने गंजे लोग हैं?

णचत्र-2 : दणुनया भर में गंजों की कुल संखया को णगन पाना तो असमभव ह ै।

ए् समाधान : दणुनया में लगभग 8 अरब लोग हैं । उनमें से लगभग आधी मणहलाए ँहैं, जो आमतौर पर गंजी नहीं होतीं । सो 
हमारे पास लगभग 4 अरब आदमी रह जाते हैं । गंजे होने वाले अणधकतर लोगों की उम्र 30 वरथि से अणधक होती ह ै। सो, हम 4 
अरब परुुरों को दो समकूहों में बाँट सकते हैं — 2 अरब जो 30 या उससे कम उम्र के हैं और 2 अरब जो 30 से अणधक उम्र के हैं । 
वररष्ठ समकूह वह ह ैणजसमें गंजे हैं । हम अनमुान लगा सकते हैं णक वररष्ठ समकूह के लगभग 10% परुुर गंजे हैं । इसका मतलब, इस 
तकथि  के अनसुार, दणुनया में लगभग 20 करोड गंजे हैं ।

समसया-2 : बेंगलकूरु में साइण्ल मरममत ्ी ण्तनी दु्ानें हैं?

ए् समाधान : यह समसया णपआनो ट्यकूनर वाली समसया के समान ह ै। बेंगलकूरु भारत का एक मरेिो िहर ह ैऔर एक सामानय 
मरेिो िहर की आबादी 1 करोड होगी । अब यणद एक घर में लगभग 4 लोग रहते हैं, तो िहर में 25 लाख घर होंगे । अगर हम 
मानें णक मोटेतौर पर दो घरों में से एक के पास साइणकल ह,ै तो िहर में लगभग 12.5 लाख साइणकलें हैं । यह मानते हुए णक 
एक साइणकल को साल में एक बार मरममत की ज़रूरत पडती ह,ै हर साल 12.5 लाख मरममतें होती होंगी, यानी हर महीने कोई 
1,00,000 मरममतें । यह मानते हुए णक एक मरममत की दकुान प्रणत माह 50 मरममत का काम समहाल सकती ह,ै इस माँग को 
पकूरा करने के णलए, हमें िहर में 2000 मरममत की दकुानों की आवशयकता होगी । धयान दें णक हम णनणचित नहीं हो सकते णक 
साइणकल मरममत की दकुानों की संखया 2000 ह ैया 6000, लेणकन हम इतना तो जानते हैं णक उनकी तादाद हज़ारों में होनी 
चाणहए । अ्ाथित यह संखया 200 या 20,000 तो नहीं हो सकती ।

यहाँ णवणभनन क्षेरिों से कुछ वयावहाररक िमथी समसयाए ँदी गई हैं : 

•	 पयाथिवरि नीणत : “यणद हम ्पलाणसटक की णकराना ्ैणलयों का उपयोग करना बनद कर दें, तो हम णकतना कम कचरा 
पैदा करेंगे?”
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•	 िणैक्षक नीणत : “यणद कोई राजय कक्षा की अणधकतम साइज़ को 35 णवद्ाण थ्ियों तक सीणमत करता ह,ै तो सककू ल चलाने 
का सालाना खचथि णकतना बढ जाएगा?”

•	 जन सवासथय : “एक गमभीर णक़सम के फलकू का मौसम ह ै और हमारे दिे में हर णकसी को सवासथय कायथिकताथि से 
टीकाकरि की आवशयकता ह ै। हम णकतनी तेज़ी से सभी को टीका लगवा सकते हैं?”

•	 वयणक्तगत णवत्त : “एक गणृहिी घरेलकू खचभों में मदद के णलए सबुह की णटणिन सेवा िरुू करना चाहती ह ै। कया उसे ऋि 
लेने की आवशयकता ह ैऔर कया वह अपने दम पर वयवसाय चला सकती ह?ै”

ये उदाहरि िमथी समसयाओ ंके णवणवध अनपु्रयोगों का णवसतार दिाथिते हैं, उन तमाम क्षेरिों में उनकी उपयोणगता प्रदणिथित करते हैं 
जहाँ सटीक माप हमिेा समभव नहीं होते । कुछ और िमथी समसयाओ ंकी बानगी ।

1. इस पल दणुनया में णकतने लोग अपने मोबाइल फ़ोन पर बात कर रह ेहैं?

2. यणद आपके णज़ले के सभी लोग अपना-अपना एक णदन का वेतन णकसी अचछे कायथि के णलए दान करें, तो णकतना धन 
जटुाया जा सकता ह?ै

3. आपके राजय में णकतने णकलोमीटर सडकें / नणदयाँ हैं?

4. एक सामानय मोटरसाइणकल अपने जीवनकाल में णकतना पेरिोल खचथि करती ह?ै

5. एक णततली प्रणत णदन णकतनी दकूर तक उडती ह?ै

6. आपके िहर में मचछरों की वतथिमान जनसंखया णकतनी ह?ै

7. एक पेंणसल का औसत जीवनकाल णकतना होता ह?ै

8. एक ट्यकूबलाइट को पकूरे सप्ताह/ माह/ वरथि तक चालकू रखने में णकतना खचथि आता ह?ै

9. आप अपने जीवनकाल में णकतने घणटे टीवी दखेेंगे?

10. 10 लाख तक णगनने में णकतना समय लगेगा? और एक करोड तक णगनने में?

11. भारत में हर साल णकतना दकूध पैदा होता ह?ै

12. यह मानते हुए णक पकूरे मागथि पर एक अचछी वाली ड्ॉइगं सतह बनाई जा सकती ह,ै समकूची भकूमधय रेखा पर लाइन खींचने 
में णकतनी पेंणसलें लगेंगी?

13. यणद आपने णकसी समाचार परि में णवज्ञापन प्रकाणित कराया ह,ै तो णकतने लोगों के द्ारा उसे दखेने की समभावना होगी?

14. आपके सककू ल में एक महीने में णकतने भोजन की खपत होती ह?ै

15. औसत वैणश्वक तापमान को एक णडग्ी कम करने के णलए णकतने पेड लगाने की आवशयकता होगी? (यह मानते हुए णक 
गलोबल वॉणमांग उलटनीय ह)ै

इसमें कोई सनदहे नहीं णक िमथी समसयाओ ंको उिाना और हल करना मज़ेदार होता ह,ै लेणकन कया उनका प्रयोग कक्षा में भी 
णकया जा सकता ह?ै लेख के भाग-2 में इस प्रश्न की पडताल करेंगे ।

मोहन आर. अज़ीम पे्रमजी णवश्वणवद्ालय में गणित पढाते हैं । मकूलत: वे बीजगणि तज्ञ हैं और गणित णिक्षा व गणित 
समपे्ररि में भी रुणच रखते हैं । वह कनाथिटक के गणित ओलणमपयाड के क्षेरिीय संयोजक हैं । उनसे mohan.r@apu.edu.
in   पर समपकथि  णकया जा सकता ह ै।

अनुिाद : मनोहर नोतानी    पुनरीक्ि : सिुील जोिी    ्ॉपी एणिटर : अनजु उपाधयाय

mailto:mohan.r@apu.edu.in
mailto:mohan.r@apu.edu.in
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ख ने - ण स ख ा ने 
की कई सामग्ी 
आधार 10 

(बेस 10) की संरचना को 
समझने में और यह समझने 
में मदद करती हैं णक हम पकूिथि 
संखयाओ ंकी संकलपना और 
उपयोग कैसे करते हैं । इनमें 
से कई चार संणरियाओ ं से 
पररणचत करवाने और उनका 
अनवेरि करने में भी सहायता 
करती हैं । हमने पाया णक इनमें 
से सबसे बणढया ‘णद्णवमीय आधार-10 बलॉक’ (2D base -10 block) ह ैजो 
फलैट्स-लॉनगस-यकूणनट्स (सपाट-लमबे-इकाई) - FLU के नाम से लोकणप्रय ह ै।

इकाई एक छोटा वगथि ह ैया 1 ह ै। ‘लॉनग’ (लमबा) इकाई का 10 गनुा ह ैऔर 
इसणलए 10 ह ै। ‘फलैट’ एक बडा चपटा वगथि ह ैजो इकाई का 100 गनुा और 
लॉनग का 10 गनुा ह,ै इसणलए यह 100 ह ै। णचत्र-1 इन बणुनयादी बलॉक को 
दिाथिता ह ै। तीनों प्रकार के बलॉक एक ही रंग के होने चाणहए । इसका कारि 
नीच ेबताया गया ह ै। 

चकूणँक यह एक पकूवथि-समकूहीकृत आनपुाणतक सामग्ी ह,ै इसणलए ‘लॉनग’ को 
10 इकाइयों में णवभाणजत नहीं णकया जा सकता ह ै। तो, इसका णवणनमय 10 
इकाइयों के णलए होगा । इसी तरह 10 लॉनग के णलए एक फलैट का आदान-
प्रदान करना होगा । इस पकूवथि-समकूणहत प्रकृणत के कारि FLU प्रतयक्ष समकूहीकरि 

की-वर्ड : सीखने-कसखाने िी सामरिी (टीएलएम), सरानी् मान, संख्ा संकरि्ा, मानकसि 
करत्ि

णचत्र-1 

स
म

ीक्
षा

द्विविम़ीय आियार–10 ब्लॉक
(जजसरे फ्टैस-ललॉन्ग्स-यकूननटस ऱी कहतरे हैं)
मैथ स्ेस सी
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और असमकूहीकरि का अनभुव प्रदान नहीं कर सकता ह,ै जैसा समकूहीकृत सामग्ी (उदाहरि के णलए तीणलयों के बणडल) प्रदान 
करते हैं । इसणलए सलाह दी जाती ह ैणक FLU का उपयोग कुछ समकूहीकरि योगय सामग्ी से ्ोडे अनभुव के बाद णकया जाए । 

हम सलाह दतेे हैं णक छोटे बचचों के णलए यानी बणुनयादी सतर 
पर, पकूवथि-प्रा्णमक और कक्षा-1 और 2 में, नालीदार (कोरुगेटेड) 
काडथिबोडथि से बना ्ोडा बडा संसकरि प्रदान णकया जाए (णचत्र-2) । 
बलॉक के आकार णनमनानसुार हो सकते हैं :

•	 इकाई : 2 सेमी × 2 सेमी

•	 लमबाई : 20 सेमी × 2 सेमी

•	 चौडाई : 20 सेमी × 20 सेमी णचत्र-2 

णचत्र-4

णचत्र-3

यणद इस सतर पर बचचों को 1000 से पररणचत कराया जाता ह,ै तो उसे 10 फलैट 
को पारदिथी सेलो-टेप से जोडकर भी बनाया जा सकता ह ै(णचत्र-3) । 

बडे बचच,े यानी प्रारणमभक और मधय चरि में (रिमिः कक्षा-3 से 5 और 
कक्षा-6 से 8), के णलए मोटे चाटथि पेपर या मोटे पोसटर पर चौखाना नोटबकु को 
णचपकाकर छोटे बलॉक का उपयोग णकया जा सकता ह ै(णचत्र-4) । 

FLU का उपयोग इन कायभों के णलए णकया जा सकता ह ै:

•	 पकूिथि संखयाओ ंकी तलुना करना ।

•	 जोड-घटाव, णविरे रूप से मानक कलन णवणध की रचना करना ।

•	 गिुा और भाग, दोनों के णलए सारिी की धारिा का उपयोग करके ।

•	 वगथि और वगथिमकूल — दीघथि णवभाजन णवणध द्ारा वगथिमकूल ज्ञात करने के णलए कलन णवणध का पररचय और रचना करना ।

प्रतयेक उपयोग के णलए पयाथिप्त बलॉकस की पयाथिप्त संखया होनी चाणहए :

•	 जोड-घटाव — प्रतयेक प्रकार के कम-से-कम 20 ।

•	 गिुा-भाग — कम-से-कम 12-20 फलैट, 90 लॉनग और 90 यकूणनट ।

•	 वगथि और वगथिमकूल — गिुन-णवभाजन के समान ।

जब बचच ेपकूिथि संखयाओ ंके सा् खलेना िरुू करते हैं (उनकी तलुना करना और चारों संणरियाओ ंका उपयोग करना), तो उनका 
काम णनयमों और कलन णवणध के पीछे के कारि को समझ ेणबना मारि प्रतीकातमक हरे-िेर तक ही सीणमत हो जाता ह ै। FLU 
संखयाओ ंऔर उनके द्ारा दिाथिई गई मारिाओ ंसे जोडकर इस अनतर को काफ़ी अचछी तरह से भर दतेा ह ै।

दो पकूिथि संखयाओ ंकी तलुना करते समय, FLU णवद्ा्थी को यह समझने में मदद करता ह ैणक एक लॉनग 9 यकूणनट से बडा ह ै
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और इसी तरह एक फलैट 9 लॉनग (या 90 यकूणनट) से बडा ह ै। इसणलए, कोई भी 2 अकं की संखया 1 अकं की संखया से बडी 
होती ह ैऔर इसी प्रकार कोई भी 3 अकं की संखया णकसी भी 2 अकं की संखया से बडी होती ह ै। इस प्रकार के अवलोकन को 
सामानयीकृत णकया जा सकता ह ै। जैसे, “अणधक अकंों वाली पकूिथि संखया बडी होती ह”ै, उदाहरि के णलए 10002 > 98 । कोई 
यह णनषकरथि भी णनकाल सकता ह ैणक यणद दो 2 अकं की संखया में पहला अकं अलग-अलग पहला अकं ह,ै तो उनहें लॉनगस की 
अलग-अलग संखयाओ ंके सा् दिाथिया जाता ह ै। सवाभाणवक रूप से, अणधक लॉनग वाली संखया बडी होती ह ै। अ्ाथित, “यणद 
दो संखयाओ ंमें अकंों की संखया समान ह,ै तो बडे पहले अकं वाली संखया बडी होती ह ै।” उदाहरि के णलए: 43 > 34 । यही 
णनषकरथि उनहें यह तकथि  करने में भी मदद कर सकता ह ैणक 403 > 289 । और अनत में, यणद पहले अकं बराबर हैं, तो हमें अगले 
अकंों की मारिाओ ंकी जाँच करनी चाणहए । उदाहरि के णलए, यणद 3 अकं वाली 2 संखयाओ ंके पहले अकं समान हैं, तो हमें 
प्रतयेक को दिाथिने के णलए आवशयक ‘लॉनग’ की संखया की जाँच करनी होगी । अ्ाथित, दाई ंओर का अगला अकं । उदाहरि के 
णलए 640 > 638 । यणद वे भी समान हैं, णिर अगले अकंों की जाँच करें । उदाहरि के णलए 756 > 753 । इस प्रकार, अणनतम 
णनयम पर पहुचँते हैं, “यणद पहला अकं समान ह,ै तो दाई ंओर के अगले अकं की जाँच करें, बडा अकं ⇒ बडी संखया” और 
“यह तब तक जारी रखें जब तक अकं असमान न हो जाए ँ।”

सतमभ जोडना और ‘हाणसल’ (कैरी ओवर) या पनुसथिमकूहन कुछ सरल णवचारों के सा् सवयं हो जाता ह ै:

•	 FLU का उपयोग करके जोडी जाने वाली प्रतयेक संखया बनाना ।

•	 योग का अ थ्ि ह ैणमलाना ।

•	 जब भी, एक प्रकार के 10 हों, तो अगले बडे बलॉक के सा् आदान-प्रदान करें — अ्ाथित, यणद 10 या अणधक ‘यकूणनट’ 
हैं तो 10 यकूणनट को एक ‘लॉनग’ से बदलें या यणद 10 या अणधक लॉनग हैं तो उनमें से 10 को एक ‘फलैट’ से बदलें ।

णिक्षक यह दिाथि सकता ह ैणक कलन णवणध इसे ररकॉडथि करने का एक तरीक़ा मारि ह ै। णचत्र-5 इसे 487 + 376 के णलए दिाथिता 
ह ै।

णचत्र-5

घटाव के णलए भी समान प्रणरिया होगी :

•	 FLU का उपयोग करके पहली संखया बनाना ।

•	 दकूसरी संखया का मानणसक णचरिि करना, णविरे रूप से इसे बनाने के णलए ज़रूरी FLU ।

•	 घटाव (वयवकलन) का अ थ्ि ह ै‘कम करना’ ।

•	 यणद आवशयक हो, तो लॉनग और फलैट का आदान-प्रदान करें, ताणक घटाने के णलए प्रतयेक प्रकार पयाथिप्त मारिा में हो ।

णिर, णिक्षक यह दिाथिने में मदद कर सकते हैं णक मानक कलन णवणध इसे कैसे प्रदणिथित करती ह ै। णचत्र-6 में इसे 300-137 के 
णलए दिाथिया गया ह ै। यह एक कणिन घटाव (वयवकलन) ह ैजहाँ िरुुआत में ही दो दौर के आदान-प्रदान की आवशयकता होती 
ह!ै

पकूिथि संखयाओ ंका णवभाजन नामक लेख में हम पकूिथि संखयाओ ंके णवभाजन का विथिन पहले ही कर चकेु हैं । णचत्र-7 में गिुन का 
एक उदाहरि (4 × 15) और भाग के णलए दकूसरा उदाहरि (779 ÷ 31) दिाथिया गया ह ै।
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वगभों को गिुन का एक णविरे मामला माना जा सकता ह ै। णविरे रूप से 2-अकं की 
संखयाओ ंके वगथि, (a + b)2 के पैटनथि से णमलते-जलुते होते हैं । वगथिमकूल ज्ञात करने के णलए 
णवभाजन कलन णवणध में इसी समानता का उपयोग णकया जाता ह ैऔर इसे FLU का 
उपयोग करके िरुू णकया जा सकता ह ै।

अलबत्ता, चकूणँक यह बहुत बाद में, उचच कक्षा के णवद्ाण थ्ियों के सा् णकया जाता ह,ै 
वासतणवक मणैन्पयकूलेणटवस की आवशयकता कम होगी । लेणकन आप इस णवचार का उपयोग 
तसवीर और कचच े णचरि बनाने के णलए कर सकते हैं । मणै्गॉन पॉलीपैड (Mathigon 
Polypad) सणहत कई आभासी मणैन्पयकूलेणटवस साइट वचुथिअल FLU प्रदान करती हैं, जो 
वासतणवक मणैन्पयकूलेणटवस के समान ही अचछे हैं । हालाँणक, ये अलग-अलग रंगों में आते 
हैं । लेणकन अचछी बात ह ैणक इनका रंग बदला जा सकता ह ै। णचत्र-1 पॉलीपैड का उपयोग 
करके तैयार णकया गया ्ा ।

FLU को आसानी से दिमलव तक बढाया जा सकता ह ैकयोंणक इसका आधार-10 ह ै। हालाँणक, कुछ महत्वपकूिथि पररवतथिन करने 
होंगे । 

•	 फलैट 1 पकूिथि हो जाता ह ैऔर इसणलए, भीतर कोई रेखाए ँनहीं होनी चाणहए । 

•	 लॉनग फलैट का 1/10 वाँ णहससा ह,ै यानी 0.1 और इसमें भी कोई रेखा नहीं होनी चाणहए । 

•	 इकाई लॉनग का 1/10 वाँ णहससा हैं, अ्ाथित फलैट का 1/100 वाँ णहससा ह,ै यानी 0.01 । 

णचत्र-6

आमतौर पर FLU, बडे और छोटे दोनों संसकरि, बनाते समय ऐसी सारिी का सामना करना पडता ह ै। णचत्र-8 में 14 × 12 
को दिाथिने के णलए आवशयक सामग्ी दिाथिई गई ह,ै यानी 1 फलैट, 4 + 2 = 6 लॉनग और 2 × 4 = 8 यकूणनट जो चौखाने काग़ज़ 
की एक िीट से बनाई जा सकती हैं ।

णचत्र-7

णचत्र-8

राजय रागफल 
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ष
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हम कोई रेखा नहीं रखने की अनिुसंा करते हैं ताणक णवद्ा्थी दिमलव FLU में बडे वगथि को 1 या पकूिथि के रूप में दखे सकें  । यणद 
इसमें रेखाए ँहोंगी, तो णवद्ा्थी णगनने लगेंगे और यह 1 रहने की बजाय 100 हो जाएगी । चकूणँक जब णवद्ा्थी दिमलव के सा् 
काम करना िरुू करेंगे तब उनकी उम्र अणधक रहगेी, इसणलए वासतणवक मणैन्पयकूलेणटवस साधनों की आवशयकता कम होगी और 
जयादा धयान चौखाना काग़ज़ पर णचरि बनाने को लेकर होना चाणहए । यह काम, चौखाना नोटबकु और बाद में सेंटीमीटर ग्ाफ़ 
पेपर पर णकया जा सकता ह ै: 

•	 10 सेमी × 10 सेमी का वगथि 1 माना जाएगा ।

•	 10 सेमी × 1 सेमी का आयत 0.1 माना जाएगा ।

•	 1 सेमी × 1 सेमी का वगथि और 10 सेमी × 1 णममी का आयत 0.01 माना जाएगा । बाद वाला णचरि 0.34 × 0.27 जैसे 
दिमलव गिुन में बहुत उपयोगी ह ै।

•	 1 सेमी × 1 णममी आयत 0.001 माना जाएगा ।

•	 1 णममी × 1 णममी वगथि 0.0001 माना जाएगा ।

जोड और घटाव लगभग पहले जैसे ही हैं । गिुन भी काफ़ी हद तक पकूिथि संखया के समकक्ष 
उदाहरि से काफ़ी णमलता जलुता ह ै। 

णचत्र-9 ग्ाफ़ पेपर पर 0.14 × 0.12 को दिाथिता ह,ै जो 14 × 12 के समान ही ह ै। 

FLU बीजगणितीय टाइलों को आधार के रूप में सामानयीकृत भी करता ह,ै अ्ाथित 10 को चर 
x द्ारा बदल णदया जाता ह ै। हम बीजगणितीय टाइलों पर आगे के अकं में चचाथि करेंगे । लेणकन 
यहाँ यह उललेख करना आवशयक ह ैणक प्रणरियाए,ँ णविरेकर गिुन और भाग के सनदभथि में, 
समान ही हैं!

यह उललेखनीय है ण् अज़ीम पे्रमजी णवश्वणवद्ालय की अनपुमा एस. एम. ने सामानय FLU को 1000 तक बढाया ह ै।
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णचत्र-9 

मैथ सपेस अज़ीम पे्रमजी णवश्वणवद्ालय में एक गणित प्रयोगिाला ह ैजो णवद्ालयों, णिक्षकों, अणभभावकों, बचचों, सककू ली णिक्षा में कायथि कर 
रह ेग़ैर-सरकारी संगिनों और णिक्षक प्रणिक्षकों की ज़रूरतों को पकूरा करती ह ै। यह गणित के णलए सीखने-णसखाने की णवणभनन सामग्ी [mat(h)
erials] और सा्-सा् कम लागत वाले संसकरिों की समभावना की खोज करती ह ैणजनहें कबाड से बनाया जा सकता ह ै। यह गणित को दो तरह 
से समबोणधत करने का प्रयास करती ह,ै उनके णलए जो गणित से डरते हैं या नफ़रत करते हैं और उनके णलए भी जो इससे जडुना पसनद करते हैं । यह 
एक ऐसा स्ान ह ैजहाँ कई लोगों के सा् बातचीत के माधयम से णवचार उतपनन होते हैं और णवकणसत होते हैं । मै्  सपेस से mathspace@apu.
edu.in पर समपकथि  णकया जा सकता ह ै।
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लखे आमंत्रित हैं...
एट राइट एगंल्स भारत की सावथिजणनक णिक्षा प्रिाली में गणितीय 
णिक्षा को समणपथित एक गिुवत्तापकूिथि संसाधन ह ै। इसे णविरेकर 
बणुनयादी, प्रा्णमक और माधयणमक पाििालाओ ं के णिक्षक और 
णिक्षकों के प्रणिक्षकों के णलए तैयार णकया गया ह ै।

हम गणित के णिक्षकों, णिक्षाणवदों, अभयासकताथिओ ं (पै्रणकटसनसथि), 
अणभभावकों और णवद्ाण थ्ियों से लेख आमणंरित करते हैं । यणद आप 
एक ऐसा मचं तलाि रह ेहैं जो खासतौर से लगभग 6-14 साल के 
णवद्ाण थ्ियों के गणित के सीखने के अनभुव को समधृि करता हो और 
बढाता हो, तो यह पणरिका आपके णलए ह ै। आपके लेखों का सवागत 
ह ै।

णिषय एिं थीम ्े णलए सझुाि 
भजेे जाने वाले लेख कक्षा-1 से 8 की पाि्यरिम सामग्ी पर केणनद्रत 
होना चाणहए । लेखों से अपेक्षा ह ैणक वे :
•	 सककू ली णिक्षा के णलए राषरिीय पाि्यचयाथि की रूपरेखा, 2023 

(NCF-SE 2023) में उललेणखत णवरय और ् ीम को णवसतारपकूवथिक 
समझा सकें  और दिाथि सकें  ।

•	 खासकर NCF-SE 2023 में चणचथित चनुौणतयों को समबोणधत 
करते हों ।

•	 गणितीय इणतहास या गणितीय सोच के इणतहास का प्रमाणित 
णववरि हों ।

•	 णवद्ाण थ्ियों को प्रणिक्षि और अभयास में तललीन रखने के णलए 
नवाचारी वकथि िीट या तरीक़ों को िाणमल कर सकें  ।

•	 बचचों के सनदभथि में प्रासंणगक, गणित के रोज़मराथि जीवन में उपयोग 
का विथिन कर सकें  ।

•	 अनतःणवरय गणतणवणधयों और पररयोजनाओ ं(प्रोजेकट) का विथिन 
कर सकें  ।

•	 पाि्यरिम से जडुी पहणेलयों और खलेों की समीक्षा कर सकें  ।
•	 ऑनलाइन ररसोसथि सणहत प्रासंणगक सामग्ी के चयन पर मागथिदिथिन 

कर सकें  ।

•	 बणुनयादी संखया ज्ञान के सा्-सा् गिनातमक सोच के णलए 
िकै्षणिक रिनीणतयाँ णवकणसत कर सकें  ।

•	 णवणभनन िकै्षणिक पधिणतयों को लागकू करने में णिक्षकों की सहायता 
कर सकें  ।

•	 टीचसथि लणनांग मटेैररयल (टीएलएम) की समीक्षा कर सकें  या गणित 
की कक्षा में स्ानीय सनदभथि और स्ानीय टीएलएम का उपयोग 
कैसे करें इसके बारे में बता सकें  ।

•	 णवद्ाण थ्ियों में अवधारिातमक समझ की खाई को पाटने में सहायता 
करने के णलए सामग्ी प्रदान कर सकें  ।

•	 आकलन में आने वाली परेिाणनयों का समाधान कर सकें  ।
•	 गणित सीखने के दौरान होने वाली ग़लतफ़हणमयों को पहचानने 

और समझने के णलए उपाय सझुा सकें  ।
•	 समसयाओ ंकी सकूची, उनके हल पर चचाथि एवं समसया–समाधान 

की रिनीणतयों सणहत द ेसकें , जो णक सामानयतौर पर पाियपसुतकों 
में नहीं णमलती ।

बडे लेखों के अलावा हम छोटे लेखों का भी सवागत करते हैं णजनमें 
णवणवध तरह की रोचक सामग्ी िाणमल हो । जैसे णकसी णकताब या 
गणित के सॉफटवेयर की समीक्षा या गणितीय ् ीम पर आधाररत यकूट्यकूब 
की कोई णकलप । प्रकूफ़ णवदाउट वड्थिस (proofs without words), 
गणितीय अनतणवथिरोध (mathematical paradoxes), अणसधिीकरि 
(false proofs) पर आधाररत लेख हो सकते हैं । गणितीय णवरयों 
पर आधाररत कणवता, काटकूथिन या तसवीरों (photographs) जैसी 
रचनातमक अणभवयणक्तयों को िाणमल करते लेख हो सकते हैं । आप 
णकसी गणितज्ञ से जडेु णक़ससे या ‘हसतणिलप में गणित, णफ़लमों में 
गणित’ जैसे रोचक णवरयों पर भी लेख भजे सकते हैं ।

लेख AtRightAngles.editor@apu.edu.in  पर भजेें । 

कृपया आगे दी गई समपादकीय नीणतयों और णदिा-णनदधेिों को भी 
दखेें ।

लखेों को स्ीकषार करने की नीवत 
एट राइट एगंल्स प्रारणमभक गणित और गणितीय णिक्षा से समबणनधत 
मदु्ों पर पकूिथित: केणनद्रत पणरिका ह ै। इसणलए लेखों का प्रयास होना चाणहए 
णक वे गणित के आम णम्कों, धारिाओ ंऔर भ्राणनतयों से परे हों ।

पणरिका में कहीं और से नक़ल या चोरी करके भजेे गए लेखों के णलए 
णबलकुल भी जगह नहीं ह ै। लेखक द्ारा लेख को प्रकािन के णलए 
भजेे जाने पर माना जाता ह ैणक यह मौणलक ह ैऔर प्रकािन के णलए 
इस पर णकसी भी तरह का कानकूनी प्रणतबनध नहीं ह ै(जैसे णकसी अनय 
का कॉपीराइट सवाणमतव) । लेख में जहाँ भी उपयकु्त हो वहाँ प्रासंणगक 
सनदभथि और स्ोतों का उललेख णकया जाए ।

एट राइट एगंल्स पणरिका अनय भारतीय भाराओ ंमें भी अनकूणदत होती 
ह ै। इसणलए, अज़ीम पे्रमजी णवश्वणवद्ालय को पणरिका में प्रकाणित सभी 
लेखों का अनय भाराओ ंमें अनवुाद और प्रसार करने का अणधकार 
होगा ।

यणद भजेा गया लेख पहले कहीं प्रकाणित हो चकुा ह,ै तो लेखक से 
अनरुोध ह ै णक वे पकूवथिवतथी प्रकािक से अनयरि पनुप्रथिकािन के णलए 
अनमुणत अवशय प्राप्त कर लें । और लेख के अनत में ‘लेखक का नोट’ 
के तहत इसका उललेख करें । इसके अलावा, यह अपेक्षा भी की जाती 
ह ैणक लेखक हमारे ररकॉडथि के णलए अनमुणत परि की एक कॉपी लेख 
के सा् भजेें । इसी तरह, यणद लेखक एट राइट एगंल्स  में प्रकाणित 
अपना लेख पनुः प्रकािन के णलए कहीं और भजे रह ेहैं तो उनसे अपेक्षा 
ह ैणक वे एट राइट एगंल्स को य्ोणचत श्ये अवशय दें ।

एट राइट एगंल्स में णवणवध तरह के लेखों का सवागत ह ै। ऐसे लेख जो 
गिुवत्ता की दृणष्ट से अचछे हैं लेणकन इस पणरिका में प्रकािन के णलए 
उपयकु्त नहीं हैं, उनका उपयोग लेखक की सहमणत से णवश्वणवद्ालय की 
अनय पणरिकाओ ंमें णकया जा सकता ह ै।

अनुिाद : णप्रयेि गपु्ता    पुनरीक्ि : प्रणतका गपु्ता     
्ॉपी एणिटर : अनजु उपाधयाय

72 अज़ीम प्रेमज़ी यनूिवर स्िट़ी एट राइट एंगल्स, मार्च 2024

mailto:AtRightAngles.editor@apu.edu.in


मदु्रक त्ा प्रकािक िरद सरेु, रणजसटार द्ारा अज़ीम पे्रमजी णवश्वणवद्ालय के णलए आदिथि प्रा.णल., 4 णिखरवाताथि, पे्रस कामपलेकस, जोन-1,  
एम.पी.नगर, भोपाल 462 011 से मणुद्रत

एवं अज़ीम पे्रमजी णवश्वणवद्ालय, सवधे नमबर 66, बरुुगुंटे णवलेज, णबककनाहलली मने रोड, सरजापरुा,बेंगलकूरु, कनाथिटक- 562 125 से प्रकाणित
समपादक : सनेहा टाइटस 

लखेकों के णलए विशषे दिशषा–ननिदेश
अगर आप एट राइट एगंल्स के णलए णलख रह ेहैं तो कृपया इन णदिा-णनदधेिों पर धयान दें : 

1. रोच् पररचय : िरुुआत से ही पािक का धयान आकणरथित करने के उद्शेय से पिनीय और रोचक िलैी में णलखें । लेख के 
पहले पैराग्ाफ़ से ही सपष्ट हो जाना चाणहए णक लेख णकस णवरय के बारे में ह ै। उदाहरि के तौर पर, िरुुआती पैराग्ाफ़ एक 
अप्रतयाणित णनषकरथि हो सकता ह,ै एक चनुौती हो सकती ह,ै एक मज़ेदार सवाल के सा् णचरि हो सकता ह ैया एक प्रासंणगक 
णक़ससा हो सकता ह ै। खासतौर से ये आगे पढते जाने की रुणच पैदा करने वाला होना चाणहए ।

2. लुरािना शीषया् : लेख का िीरथिक एक उपयकु्त और लभुावने वाकयांि से णदया जाए, णजसमें लेख की भावना और सतव 
झलके ।

3. शैली : प्रमाि-णसधि प्रारूप (Theorem-Proof Format) में लेख णलखने से परहज़े करें । इसकी बजाय, अनौपचाररक तरीक़े 
से प्रमािों (Proofs) को लेख में एकीकृत करें ।

4. सनतुलन : लमबी-लमबी गिनाओ ंको दिाथिने से बचें । बहुत अणधक णववरि दनेे और णछपी हुई (अ-उललेणखत) गिनाओ ंपर 
णनभथिर चरि को छोडकर अगले चरि पर चले जाने, के बीच सनतलुन बनाकर रखें । 

5. सलुर राषा : उन णवणिष्ट िबदावली और संकेत िबदों के उपयोग को टालें णजनसे णसफ़थि  णविरेज्ञ ही पररणचत होते हैं । यणद 
तकनीकी िबदों का उपयोग ज़रूरी हो तो उनहें पररभाणरत कर दें ।

6. दृशयों ्ा प्रयोग : जहाँ समभव हो वहाँ ऐसे रेखाणचरि या फ़ोटो दें णजनमें गणितीय णवचार का सार हो । यणद कोई णचरि या 
रेखाणचरि गणित की णकसी अवधारिा को सपष्ट करते हों तो उनहें अवशय रखें ।

7. सणंक्प्त सनदरया : संणक्षप्त अनिुसंाओ ंके सा् सनदभभों (reference) की एक संणक्षप्त सकूची दें ।
8. अभयास और सिाल : लेख की िरुुआत या अनत में णवचार करने के णलए कुछ सवाल और कुछ अभयास उपलबध कराए ँ।
9. उद्धरि प्रारूप (Citation Format) : लेख के अनत में, स्ोतों और सनदभभों को णजस रिम में वे आए ँहैं उस ही रिम में उनहें 

उधितृ (cite) करें । फ़ुटनोट से बचें । यणद फ़ुटनोट की आवशयकता ह,ै तो उनका रिम डालकर अलग से णलखें ।
10. सणंक्प्ताक्र और पररििमी शबद (Abbreviations and Acronyms) : लेख में जब पहली बार णकसी िबद का लघ ुरूप 

(यानी संणक्षप्ताक्षर) और कई िबदों के िरुुआती अक्षर का प्रचणलत लघ ुरूप (यानी पररविथी) आए तब वहीं उनका अ थ्ि बता 
दें । ऐसे सभी िबदों की एक िबदावली बनाकर उसे लेख के अनत में प्रसततु करें ।

11. णचत्रों ्ो नामांण्त ्रना : लेख में आने वाले सभी णचरिों, रेखाणचरिों, तसवीरों पर णचरि रिमांक डालें और उनका णववरि 
णलखें । इन सभी णचरिों, रेखाणचरिों, तसवीरों को सपष्ट णनदधेिों के सा् ईमले में अलग से अटैच करें । (धयान दें णक खीचीं गई 
तसवीरों या सकैन तसवीरों की गिुवत्ता 300dpi से कम नहीं होना चाणहए ।)

12. णचत्रों ्ा णििरि सपटिता से दें : तसवीरों, णचरिों, डायग्ामस और ताणलकाओ ंका उललेख उनके उणचत रिमांक से करें । 
‘यहाँ’, ‘वहाँ’, ‘दाई ंओर’, ‘बाई ंओर’, ‘ऊपर’, ‘नीच’े इस तरह से उललेख करने से परहज़े करें ।

13. लेख् ्ा पररचय : लेखक अपनी हाई ररजयोलकूिन फ़ोटो भी भजेें । सा् ही, अपने बारे में संणक्षप्त में (जो 50 िबदों से जयादा 
का नहीं हो) जानकारी भजेें, जो पािकों को आपके अनभुव व णविरे योगयता वाले कायथिक्षेरि के बारे में बताती हो ।

14. णरिणटश ितयानी (Spellings) : णब्रणटि वतथिनी का पालन करें । जैसे organise णलखें न णक organize; colour णलखें न णक 
color, neighbour णलखें न णक neighbor आणद ।

15. आप अपने लेख णहनदी में भी भजे सकते हैं । उपयकु्त होने पर हम उनहें अगँ्ेज़ी में अनकूणदत करके प्रकाणित करेंगे । 
16. लेख रेजने ्ा प्रारूप : लेखों को MS Word या LaTex में णलखकर ही भजेें ।

अनुिाद : णप्रयेि गपु्ता     पुनरीक्ि :  प्रणतका गपु्ता     ्ॉपी एणिटर :  अनजु उपाधयाय
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गुणन 
में महारत

पद्मप्रिया शिराली



अज़ीम प्रेमज़ी यूनिवर स्िट़ी एट राइट एंगल्स, मार्च 202402

हम कब यह कह सकते हैं कक ककसी किद्यार्थी ने ककसी अमकु अिधयारणया में अच्ी-ख़यासी महयारत हयाकसल कर ली ह?ै 
ककसी ययाद की हुई प्रकरियया यया अभययास की गई कलन किकध को दोहरयानया ज़रूरी नहीं ह ैकक िह प्रिीण होने कया संकेत 
हो । हमें ऐसी क्र्कतयों और सनदर्भों में ककसी अिधयारणया को लयाग ूकरने की क्षमतया को पहचयाननया होतया ह ैजहयँा िह 
अिधयारणया अप्रतयक्ष रूप से अनतकननिकहत हो ।

यहयँा कु् ऐसी क्र्कतययँा और प्रश्न कदए गए हैं (जो ककसी रिम में नहीं हैं) कजनहें किद्याकर्नियों के सयामने रखकर उनकी 
गणुन की प्रकरियया कया उपयोग करने की समझ को आकँया जया सकतया ह ै। इनमें से कु् में किशदु्ध तकनि  शयाकमल ह,ै जबकक 
अनय में पैटननि पहचयाननया, समबनधों को समझनया, गणुन करने के लघ ुतरीक़े, कगननया आकद शयाकमल हैं ।

िे प्रश्न कजनमें तकनि  शयाकमल होतया ह,ै उनमें अिधयारणया की एक गहरी समझ की ज़रूरत होती ह,ै तयाकक उनमें शयाकमल 
अमतूनि संखययाओ ंऔर संकरिययाओ ंके सयार् लचीले ढंग से कयाम ककयया जया सके । ये प्रश्न सनदर्नि पर कनर्निर होते हैं और 
इनहें सतू्ों में नहीं बदलया जया सकतया ।

िे प्रश्न कजनमें गणुन की प्रकरियया के द्यारया कनकमनित पैटननि और समबनधों की पड़तयाल करनी होती ह,ै िे गणुन करने के लघ ु
तरीक़ों को किककसत करने में मदद करते हैं । िे किकर्नन मयानकसक रणनीकतययँा किककसत करने में मदद करते हैं । गणुन 
के लघ ुतरीक़ों को ऐसी मयानकसक गणनया में इ्तेमयाल ककयया जयातया ह ैजो रोज़मरयानि के जीिन कया कह्सया होती हैं । 

ऐसया प्रश्न कजसमें कगननया शयाकमल होतया ह ैउसे यया तो िया्तकिक प्रकतरूपों (मॉडल) यया किर कचत्ों के मयाधयम से प्र्ततु 
ककयया जया सकतया ह ै। इन प्रकतरूपों को दखेने की कोई मयानक किकधययँा नहीं हैं और ये प्रतयेक किद्यार्थी की कलपनया की 
क्षमतया को सयामने लयाते हैं ।

इस बयात को कदमयाग़ में रखनया ज़रूरी ह ैकक इन गकतकिकधयों कया उद्शेय प्रश्नों को हल करनया नहीं बकलक अलग-अलग 
रणनीकतयों को खोजने की कजज्यासया और इच्या को किककसत करनया ह ै। 

किद्यार्थी प्रश्न की क्र्कत को समझने में मदद हयाकसल करने के कलए ि्तओु ंऔर कचत्ों कया उपयोग कर सकते हैं ।

हमयारया सझुयाि ह ैकक शरुुआत में ये सयारे प्रश्न किद्याकर्नियों द्यारया ्ितंत् रूप से कयाम करते हुए हल ककए जयाए ँ। इसके बयाद 
किद्याकर्नियों के बीच इन प्रश्नों को हल करने के कलए इ्तेमयाल ककए गए किकर्नन तरीक़ों पर चचयानिए ँहो सकती हैं । इससे 
उनकया उन किकर्नन तरीक़ों से पररचय होतया ह ैकजनसे ककसी प्रश्न को दखेया जया सकतया ह ैऔर उसे हल करने की तरफ़ 
बढया जया सकतया ह ै। किद्याकर्नियों को दसूरों द्यारया आज़मयाई गई रणनीकतययँा र्ी अपनयाकर दखेने दें । 

इस प्रकरियया में कशक्षक के कलए एक महत्िपणूनि सीख ह ैकक िे गणनयाओ ंके प्रकयारों के सयार् किद्याकर्नियों की सहजतया 
के ्तर से अिगत हों । इससे कशक्षकों को किद्याकर्नियों के सोचने के तरीक़ों और तकनि  से अिगत होने कया मौक़या र्ी 
कमलतया ह ै।

ज़रूरी बात : ये सर्ी गकतकिकधययँा यह मयानकर बनयाई गई हैं कक किद्याकर्नियों ने गणुज, गणुनखणड और अर्याजय 
गणुनखणडन कया बकुनययादी ज्यान हयाकसल कर कलयया ह ै। इसकलए इनकया उपयोग पयँाचिीं और ्ठिीं कक्षया के ्तर पर 
ककयया जया सकतया ह ै। 

की-वर्ड : गणुन, पैटन्न की पहचान, रणनीति बनाना, अवधारणात्मक स्मझ

गुणन में महारत
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प्रश्न-1
उद्देश्य : तार क्ि ् रििदेचन

सामग्ी : फलैश कयाडनि

अगर 6 × 10 = 60 होतया ह,ै तो 12 × 5 ककतनया होगया?

हो सकतया ह ैकिद्यार्थी 12 × 5 के गकणतीय तथय जयानते हों और दखे सकें  कक उत्तर समयान होगया ।

कयया िे इन दो जोड़ों, ययानी 6 × 10 और 12 × 5, के बीच के समबनध को दखे पयाते हैं?

कयया िे इस बयात को समझया पयाते हैं कक गणुनिल एक जैसया कैसे आतया ह?ै

एक गणुनखणड को आधया करने और दसूरे को दोगनुया करने से कयया प्रर्याि पड़तया ह?ै

जयँाच करने के कलए उनसे और ऐसे जोडे़ बनयाने के कलए कहया सकतया ह ै।

कयया किद्यार्थी गणुनखणडों कया एक और ऐसया जोड़या बनया सकते हैं जो 6 × 10 से मले खयातया हो?

30 × 2 ऐसया ही एक जोड़या ह ै। यह 6 × 10 से ककस प्रकयार मले खयातया ह?ै

कयया किद्यार्थी इस बयात को दखे पयाते हैं कक 2, 10 कया पाँचवाँ कह्सया ह ैऔर 30, 6 कया पाँच गनुा ह?ै

अच्या ह ैयकद किद्यार्थी इस बयात पर धययान दतेे हैं कक ये क्र्कतययँा संरचनयातमक रूप से समयान हैं । पहले उदयाहरण में, गणुनखणड 
दोगनेु और आध ेहो गए । दसूरे उदयाहरण में एक गणुनखणड 5 गनुया हो गयया जबकक दसूरया पयँाचियँा कह्सया रह गयया । 

अगर 100 × 9 = 900, तो 25 × 36 कयया होगया?

ये दो जोडे़ ककस प्रकयार समबकनधत हैं?

कयया किद्यार्थी गणुनखणडों के ऐसे अनय जोडे़ बनया सकते हैं जो 25 × 36 से मले खयाते हों? 
इन प्रश्नों को हल करने के कलए किद्यार्थी कयया रणनीकतययाँ इ्तेमयाल करते हैं?

कयया किद्यार्थी इस कसद्धयानत को दशयानिने के कलए और उदयाहरण रच सकते हैं?

इस प्रश्न में और आगे आने ियाले प्रश्नों में हम गणुनखणडों, गणुजों और अर्याजय गणुनखणडन के बीच की कड़ी को दखे सकते 
हैं ।

प्रश्न-2
उद्देश्य : गुणन ्ी दोगुना ्रनदे और आधा ्रनदे ्ी रणनीरत ्ो जाननदे द्े  रिए क्रम-रिन्यासों द्े  माध्यम सदे 
पड़ताि ्रना ।

सामग्ी : खूटँी बोडनि यया कबनद ुशीट

यहयँा एक दृशय कदयया गयया ह ैकक ककस प्रकयार 4 पंकतियों और 3 ्तमर्ों को पनुरयनििक्र्त करके 2 पंकति ि 6 ्तमर् बनया कदए 
जयाते हैं ।

6 × 10 = 60

12 × 5 = ?

100 × 9 = 900

25 × 36 = ? 

रचत्र-1

4 पंकति और 3 कॉलम 
4 x 3 = 12 ितृ्त

आधया             दोगनुया

2 पंकति और 6 कॉलम
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किर किद्याकर्नियों से 8 × 6 कैसया कदखतया ह ैइसे दशयानिने के कलए एक रिम किनययास बनयाने के कलए कहया जया सकतया ह ै।

उनहें खूकँटयों को अनय समर्ि आयतयाकयार रिम किनययासों में पनुरयनििक्र्त करने को कहें । अनय जोडे़ ककस प्रकयार मलू जोडे़, 
ययानी 8 × 6 से मले खयाते हैं?

2 × 24 (2, 8 कया एक-चौर्याई ह ैऔर 24, 6 कया चयार गनुया ह)ै

3 × 16 (3, 6 कया आधया ह ैऔर 16, 8 कया दोगनुया)

4 × 12 (4, 8 कया आधया ह ैऔर 12, 6 कया दोगनुया)

किद्यार्थी कयया दखेते हैं और कयया कनषकरनि कनकयालते हैं?

3 × 16 और 4 × 12, दोनों ही किनययासों में, एक गणुनखणड को आधया करके और दसूरे को दोगनुया करके किनययास को 
पनुरयनििक्र्त ककयया गयया ह ै।

आधया करने और दोगनुया करने की रणनीकत में एक गणुनखणड को आधया करनया और दसूरे को दोगनुया करनया शयाकमल होतया ह ै।

उदयाहरण के कलए, 15 × 24 के कलए हम 15 को दोगनुया करके 30 कर सकते हैं और 24 को आधया करके 12 ।

रचत्र-2

15 × 24 

30 × 12

60 × 6

120 × 3

यह प्रकरियया गणुन के आसयान हो जयाने तक जयारी रह सकती ह ै। 30 को दोगनुया करके 60 ककयया जया सकतया ह ैऔर 12 को 
आधया करके 6 ।

60 × 6 करनया आसयान ह,ै ययानी 360 ।

रचत्र-3
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चचयानि करें कक ककस प्रकयार यह प्रकरियया गणुन में सहयायक होती ह ै। किद्याकर्नियों को कु् और प्रश्नों में इस किकध कया उपयोग करने 
को कहें तयाकक िे इसकी प्रर्यािकयाररतया को दखे सकें  ।

ककन प्रश्नों के कलए दोगनुया करने और आधया करने कया तरीक़या अच्े ढंग से कयाम करतया ह?ै

उनहें ऐसे ही और किनययासों के सयार् प्रयोग करने को कहें जैसे कक 6 पंकतिययँा, 7 ्तमर् आकद । (जहयँा पंकतियों की संखयया सम 
हो और ्तमर्ों की किरम ।)            

कयया यह 11 × 13 के कलए ठीक कयाम करेगया? यह इस प्रश्न के कलए सही कयाम कयों नहीं करेगया?

कयया यह तब कयाम करेगया जब दो में से एक संखयया सम हो?

किद्याकर्नियों को कु् प्रश्न तैययार करने को कहें जहयँा ऐसी किकध प्रश्न को हल करनया आसयान कर दतेी ह ै।

यह एक और प्रश्न ह ैजहयँा 5 के द्यारया गणुनखणडन प्रश्न को सरल कर दतेया ह ै। 

जैसे 375 × 28 = 75 × 140 = 15 × 700 आकद ।

प्रश्न-3
उद्देश्य : साहच्यकि, रितरणातम्ता आरद ्ी अिधारणा, रन्यमों ्ी समझ ्ो िागू ्रना ।

प्रश्न-3.1

यहयँा 8 × 9 कया एक दृशययातमक कनरूपण कदयया गयया ह ै।

रचत्र-4

किद्यार्थी ककस प्रकयार इस किकध में िेरबदल करके 18 × 9 यया 98 × 9 की गणनया कर सकते हैं? 

प्रश्न-3.2

कयया किद्यार्थी कितरणयातमक कनयम की अपनी समझ कया इ्तेमयाल करते हुए जलदी से गणनया कर पयाते हैं? 53, 50 से 3 ज़ययादया 
ह ै। उनहें कदए गए गणुनिल में 9 × 3, ययानी 27 जोड़नया ह ै।

9 × 53 = 9 × 50 + 9 × 3

किद्यार्थी की रणनीकत कया चनुयाि संखयया तथयों के सयार् उनके कौशल पर कनर्निर करतया ह ै। रणनीकतयों में बदलयाि होनया कनकचित 
ह ै।

प्रश्न-3.3
7 × 8 = (5 + 2) × 8,

6 × 7 = (5 + 1) × 7,

9 × 7 = (10 − 1) × 7,

8 × 6 = (10 − 2) × 6
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प्रश्न-3.4

सयाहचयनि के गणुधमनि कया उपयोग

8 × 9 × 10 × 11 × 12 

इस प्रश्न को हल करने के कलए किद्यार्थी कौन-सी रणनीकतययँा अपनयाएगँे?

कयया िे इन संखययाओ ंको 8 × 12 × 9 × 11 × 10 के रूप में पनुरयनििक्र्त करेंगे?

8 × 12 = 96 और 9 × 11 = 99

अब यह सियाल 96 × 99 × 10 बन गयया है

99 से गणुया करने को (100 – 1) से गणुया करने के रूप में दखेया जया सकतया ह ै।

(96 × 100 – 96 × 1) × 10

(9600 – 96) × 10

9504 × 10 = 95040 

प्रश्न-3.5

यहयँा सयाहचयनि गणुधमनि कया इ्तेमयाल ककयया जया रहया ह ै।

11 × 12 = 132
66 × 12 = ?

प्रश्न-3.6

600 × 15 = 9000
600 × 45 = ?

प्रश्न-3.7

किद्यार्थी इन दो प्रश्नों को हल करने के कलए कयया सोचेंगे? इ्तेमयाल की गई रणनीकतयों की चचयानि करें ।

128 × 8 कयया होगया?

26 × 17 कयया होगया?

इन दो प्रश्नों के कलए रणनीकतययँा कर्नन हो सकती हैं ।

128 × 8 जैसे प्रश्न को अलग-अलग ढंग से हल करने कया प्रययास ककयया जया सकतया ह ै।

128 × 8 = 256 × 4 = 512 × 2 = 1024 × 1 

यया

128 × 8 = 128 × (10 - 2) = 1280 - 256 = 1024 

किद्याकर्नियों से कहें कक िे इसी तरह के और प्रश्न बनयाए ँऔर उनहें एक-दसूरे के सयामने रखें । उनहें अपने उत्तरों को एक-दसूरे को 
समझयाने के कलए प्रोतसयाकहत करें ।
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प्रश्न-4
उद्देश्य : र्सी प्रश्न ्ो तार क्ि ् ढंग सदे हि ्रना । 

ऐसे प्रश्न सयामने रखनया कजनहें हल करने के कलए कििेचन की ज़रूरत हो ।

प्रश्न-4.1

दो पयास-पयास रख ेकडबबे एक दो अकंों ियाली संखयया को कनरूकपत करेंगे ।

कयया किद्याकर्नियों ने ्र्यानीय मयान की अपनी समझ कया इ्तेमयाल ककयया ह?ै

कयया उनहें इस सियाल के एक से अकधक उत्तर कमलते हैं?

प्रश्न-4.2

ककस तरह से ये सियाल एक-दसूरे के समयान हैं और ककस तरह से एक-
दसूरे से अलग?

मज़ेदयार सियाल : एक अकं ियाली दस संखययाओ ंकया गणुनिल कयया होगया?

प्रश्न-4.3

यहयँा गणुनिल कया एक और प्रश्न कदयया जया रहया ह ैकजसमें अक्षरों a, b, c, 
... को संखययाओ ंसे बदलने में तकनि  कया उपयोग करनया ह ै। प्रतयेक अक्षर 
एक-एक अकं ियाली संखयया को कनरूकपत करतया ह ै।

रचत्र-5

कयया इस प्रश्न कया एक ही हल ह ैयया एक से ज़ययादया हल हैं?

प्रश्न-4.4

रचत्र-6

एक बकढयया सियाल जहयँा गणुनिल कदए हुए हैं और खयानों को सही संखययाओ ंसे र्रनया ह ैतयाकक सही गणुनिल आ सकें  (जो 
दयाई ंतरफ़ और नीच ेकदए गए हैं) ।

अगर 4 × 6 = 24 ह ैतो 4 × 600 = ? 
ककतनया होगया

400 × 6   = ?

40 × 60 = ?

4000 × 0.6 = ?

अकं 3, 4 और 5 को इस तरह रखें कक 
गणुनिल अकधक-से-अकधक हो सके ।

  ×  =
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प्रश्न-4.5

रचत्र-7

इस कलंक पर NRICH कया एक और बकढयया सियाल पढ सकते हैं । (https://nrich.maths.org/11750) 

मझु ेयह बयात अच्ी लगती ह ैकक इसकया उत्तर तकनि  के आधयार पर कनकयालया जया सकतया ह ैऔर इसमें बयार-बयार ग़लती कर उत्तर 
तक पहुचँने जैसी समर्यािनया न के बरयाबर ह ै। यह गणुनखणडों और गणुजों के गणुधमभों की समझ को सदुृढ बनयाने कया अच्या 
तरीक़या ह ै।

कदए गए गणुनिलों को हयाकसल करने के कलए खयानों में 1 से 9 तक की सर्ी संखययाओ ंकया इ्तेमयाल करें ।

प्रश्न-5

उद्देश्य : नए समबनधों ्ो खोजना ।

किद्याकर्नियों से संखययाओ ंकी एक शृखंलया के र्ीतर गणुयातमक समबनधों में पैटनभों की खोज करने को कहें ।

6, 7, 8, 9, 10, 11, 12

8 × 10 कया 9 × 9 से कयया समबनध ह?ै (धययान दें कक 8 और 10 कया 9 से 1 अकं कया फ़यासलया ह ै।)

8 × 10 = 80 जो कक 81 से 1 कम ह ै।

7 × 11 कया 9 × 9 से कयया समबनध ह?ै (धययान दें कक 7 और 11 कया 9 से 2 अकंों कया फ़यासलया ह ै।)

7 × 11 = 77 जो कक 81 से 4 कम ह ै।

6 × 12 कया 9 × 9 से कयया समबनध ह?ै (धययान दें कक 6 और 12 कया 9 से 3 अकंों कया फ़यासलया ह ै।)

6 × 12 = 72 जो कक 81 से 9 कम ह ै।

इस समबनध की खोज को बयाद में a2 – b2 = (a + b) (a - b) के सयार् जोड़या जया सकतया ह ै।

कयया किद्यार्थी अनमुयान लगया सकते हैं कक 5 × 13, 81 से ककस प्रकयार समबकनधत ह?ै 

िे कौन-से दसूरे अिलोकन कर सकते हैं?

हम दखेते हैं कक ऐसी संखययाओ ंके जोडे़ जो एक-दसूरे के ज़ययादया नज़दीक होती हैं, उनकया गणुनिल 
अकधक होतया ह ै।
अब कयया किद्यार्थी इस तथय कया उपयोग करके कक 45 × 45 = 2025 होतया ह,ै यह पतया लगया सकते 
हैं कक 41 × 49 ककतनया होतया ह?ै

कयया िे समझया सकते हैं कक यह कैसे ककयया जया सकतया ह ैऔर गणुनिल कया पतया लगया सकते हैं?

हम और प्रश्न सयामने रखकर इस खोज में इज़याफ़या कर सकते हैं ।

45 × 45 = 2025

41 × 49 = ?
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197 x 197 कयया होगया?

कयया किद्यार्थी इस क्र्कत में सकननकटन कया उपयोग कर सकते हैं? 200, 197 से 3 अकधक ह ै। किद्यार्थी इस सियाल को  
200 × 194 में बदल सकते हैं (दोनों तरफ़ 3 कम-ज़ययादया करके) कजसकया उत्तर होगया 38,800 । अब िे 3 × 3 = 9 को इस 
संखयया में जोड़कर उत्तर प्रयाप्त कर सकते हैं जो होगया 38,809 ।

किद्याकर्नियों को अनय नतीजों के सयार् कयाम करते हुए एक-दसूरे के समक्ष प्रश्न रखने को कहें ।

प्रश्न-6

उद्देश्य : सनदर्भों में गुणन

प्रश्न-6.1

ककतने पीले गोले हैं?

रचत्र-8

प्रश्न-6.2

ककतने हरे िगनि हैं?

रचत्र-9

प्रश्न-6.3
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ककतने बैंगनी आयत हैं?

रचत्र-10

क्षेत्िल के प्रश्नों के सयार् इन प्रश्नों के ररशते पर धययान दें ।

प्रश्न-6.4

इस टे्न में ककतनी सीटें हैं?

रचत्र-11

प्रश्न-6.5

इस फलयाइट में ककतनी सीटें हैं?

रचत्र-12
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प्रश्न-7 + पैगबोर्ड विन्ास
उद्देश्य : पैटनभों में गुणन ्ी अिधारणा ्ा इसतदेमाि

यहयँा पैगबोडनि (खूकँटयों कया बोडनि) के कु् किनययास कदए गए हैं कजनहें बचच ेबनया सकते हैं और कगनने के कलए उनकया उपयोग 
कर सकते हैं ।

हर समहू में ककतनी खूकँटयों कया उपयोग ककयया गयया ह?ै

कशक्षकों को किद्याकर्नियों को अपनी अलग-अलग किकधयों को सबसे सयाझया करने के कलए प्रोतसयाकहत करनया चयाकहए ।

प्रश्नों को क्षेत्िल से जोड़या जया सकतया ह ै।

यहयँा दो पैटननि कदए गए हैं कजनमें रंग को र्ी रणनीकत के कह्से के रूप में इ्तेमयाल ककयया जया सकतया ह ै।

प्रश्न-7.1

रचत्र-13

प्रश्न-7.2

रचत्र-14

प्रश्न-7.3

रचत्र-15

प्रश्न-8 : रंगोली बबन् ुऔर गुणन
उद्देश्य : गणना में गुणन ्ी अिधारणा ्ा उप्योग

यहयँा रंगोली की कडज़याइन बनयाने के कलए कबनदओु ंकया एक समहू तैययार ककयया गयया ह ै।

कलयाकयार ने ककतने कबनदओु ंकया प्रयोग ककयया ह?ै

किद्यार्थी गणनया के कलए ककन रणनीकतयों कया इ्तेमयाल करते हैं?
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हर एक किद्यार्थी अपनया-अपनया हल ढँूढे और अपनी रणनीकतयों को सबसे 
सयाझया करे ।

कयया एक रणनीकत एक-एक कत्र्जु और बीच ियाले रटकोणीय आकयार को 
अलग-अलग कगनने की हो सकती ह?ै हर एक कत्र्जु के कलए कगनती कैसे 
होगी?

कयया जोड़ के कलए 1, 2, 3, ... 7 के पैटननि को अपनयायया जयाएगया?

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 के योग में कौन-कौन से गणुन प्रयोग ककए 
जयाते हैं?

(1 + 7) + (2 + 6) + (3 + 5) + 4 । तीन 8 हैं और एक 4 । 24 + 4 = 28

28-28 कबनद ुियाले 6 कत्र्जु हैं । ययानी सयारे कत्र्जुों में कमलयाकर 168 कबनद ु
हैं ।

कयया आधी आकृकत के कबनदओु ंकी संखयया जयानने के कलए रटकोण को किकणनि 15, 14, 13, … 8 से शरुू करके कगनया 
जयाएगया?  

15 + 14 + 13 + 12 + 11 + 10 + 9 + 8 = (15 + 8) +

(14 + 9) + (13 + 10) + (12 + 11) ययानी चयार 23 । ययानी कक आधी आकृकत में 92 कबनद ु।

तो परेू रटकोण में 184 कबनद ुहैं ।

कुल कमलयाकर इस परूी कडज़याइन में 184 + 168 = 352 कबनद ुहैं!

एक दसूरी रणनीकत हो सकती ह ैकक आकृकत की समकमकत कया इ्तेमयाल करते हुए आध ेकबनदओु ंकी संखयया कया पतया लगयायया 
जयाए । कबनद ु22, 21, 20, … से कम होते-होते 15 तक आ रह ेहैं और शीरनि पर कत्र्जु की आकृकत ह ै।

कयया कबनदओु ंको कगनने के और र्ी तरीक़े हैं?

अगर आप को इस कडज़याइन की कॉपी करनया हो तो आप कैसे शरुुआत करेंगे?

अपनी रणनीकतयों की चचयानि करें और मज़े के सयार् कडज़याइन बनयाए!ँ

यहयँा कगनने के कलए दो और कडज़याइन दी गई हैं ।

रचत्र-18रचत्र-17

रचत्र-16
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प्रश्न-9 : घनों िाली रचनाएँ और गुणन 
उद्देश्य : रगनती ्रनदे में गुणन ्ी अिधारणा ्ा उप्योग

इस तरह के मतूनि मॉडल जोड़ो कयबू के सयार् यया आर्यासी रूप से मरै्ीगॉन पॉलीपैड यया https://toytheater.com/cube/ 
के मयाधयम से बनयाए जया सकते हैं ।

किद्यार्थी घनों को कगनने की अपनी रणनीकतयों को समझयाने के कलए घन की सरल कडज़याइन से शरुुआत करें ।

ककतने घन?

अकधकयंाश किद्यार्थी समर्ितः इनहें 6 + 1 ययानी, (2 × 3 + 1) के रूप में कगनेंगे ।

प्रश्न-9.1

रचत्र-19

कशक्षक इस प्रश्न को आयतन के सयार् जोड़ सकते हैं ।

प्रश्न-9.2

रचत्र-20

प्रश्न-9.3

रचत्र-21

कयया इसे आडे़ में कब्ी तह-दर-तह कगनया जयाएगया यया खड़ी ियँाकों से कगनया जयाएगया?
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प्रश्न-9.4

ककतने घन?

िे इस प्रश्न कया समयाधयान ककस किकध से करेंगे?

कयया नदयारद घनों को कगनकर उनहें घनों की कुल संखयया में से घटयानया आसयान ह?ै

रचत्र-22

प्रश्न-9.5

इस E आकयार ियाली रचनया में ककतने घन हैं?

रचत्र-23

कयया किद्याकर्नियों ने एक-एक करके कगनती की? यया किर उनहोंने तीन पंकतियों को 4 घन ियाली 3 पंकतियों के रूप में दखेया (3×4) 
कजसमें दो पंकतिययँा ऐसी हैं कजनमें एक-एक घन अकतररति ह ैऔर इनहें जोड़ने ियाले 2 घन अकतररति हैं?

प्रश्न-9.6

ककतने घन?

रचत्र-24

चचयानि शरुू करने के कलए यह एक रोचक कडज़याईन ह ै।

कु् किद्यार्थी इनहें (2×2×2) आकयार के 2 घनों के रूप में कगन सकते हैं कजनमें से एक के ऊपर एक चढे कह्से को घटयानया 
होगया । यया किर िे तह-दर-तह इनहें कगनेंगे? 
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प्रश्न-9.7

ककतने घन?

रचत्र-25

एक बयार किर, इ्तेमयाल की गई रणनीकतयों की चचयानि करें ।

यहयँा ऐसे ही कु् और उदयाहरण कदए गए हैं ।

प्रश्न-9.8

रचत्र-26

प्रश्न-9.9 

किद्यार्थी इन कडज़याइनों में घनों को कगनने के कलए कौन-सी किकधययँा अपनयाएगँे?

रचत्र-27



पद्मरप्र्या रिरािी सह्याद्ी ्कूल (पणु)े और ऋकर िैली (आनध्र प्रदशे) में क्र्त कमयकुनटी मरै् सेंटर कया 
कह्सया हैं, जहयँा िे 1983 से कयाम कर रही हैं और गकणत, कम्पयटूर ए्पलीकेशसं, र्गूोल, अर्निशयास्त्र, पययानििरण 
अधययन और तेलगु ूजैसे किकर्नन किरय पढयाती रही हैं । 1990 के दशक में, उनहोंने कदिंगत श्ी पी. के. 
श्ीकनियासन के सयार् जडु़कर कयाम ककयया । िह उस टीम कया कह्सया र्ीं कजसने ऋकर िैली रूरल सेंटर के ‘्कूल 
इन ए बॉकस’ नयामक बहुकक्षया प्रयारकमर्क कशक्षया कयायनिरिम को तैययार ककयया । िे ितनिमयान में एनसीईआरटी 
पयाठ्यपु् तक किकयास समहू कया कह्सया हैं । पद्मकप्रयया से padmapriya.shirali@gmail.com पर समपकनि  
ककयया जया सकतया ह ै।

यह अज़ीम पे्रमजी यकूनिकसनिटी एट रयाइट एगंलस, मयाचनि 2024 में प्रकयाकशत Mastery of Multiplication कया 
अनिुयाद ह ै।   

अनुिाद : र्रत कत्पयाठी      पुनरीक्षण : प्रकतकया गपु्तया     ्ॉपी एरिटर : अनजु उपयाधययाय
पद्मप्रिया शिराली

प्रश्न-10 
उद्देश्य : दिमिि/ रर्ननातम् सखं्याओ ं द्े  साथ गुणन में गुणनफि ्ी र्रिष्यिाणी

कई किद्यार्थी अकसर इस ग़लतफ़हमी को कलए चलते रहते हैं कक गणुन कया नतीजया हमशेया एक ज़ययादया बड़या गणुनिल होतया 
ह ै। उनकी समझ को जयँाचने के कलए उनके समक्ष ऐसे प्रश्न रखें कजनमें उनहें गणनया करने की बजयाय अनमुयान लगयाने की 
आिशयकतया हो । 
23 × 0.2
65 × 0.7

23 × 2.4
864 × 1.2

543 × 0.62
98 × 0.65

कयया किद्यार्थी इस बयात की र्किषयियाणी कर पयाते हैं कक उत्तर कहयँा मौजदू हैं?

कयया उत्तर उस संखयया से कम होगया यया अकधक? कयया िे अपनी सोच के कयारणों को सयामने रख सकते हैं?

प्रश्न-11 
उद्देश्य : गुणनफिों द्े  आ्ार ्ी समझ

पैमयाने पर बनयायया गयया एक गणुन जयाल संखययाओ ंऔर गणुयातमक समबनधों की कलपनया करने में किद्याकर्नियों की अकतररति मदद 
कर सकतया ह ै। 

गणुन तयाकलकया में आप कौन-से पैटननि दखे रह ेहैं?

कौन-से आकयार िगनि हैं और कौन-से आयत?

कयया यह जयाल यह दखेने में मदद करतया ह ैकक 7 × 9, 8 × 8 से एक कम कयों 
ह?ै यया 4 × 8, 6 × 6 से कम कयों ह?ै 

आर्ार :
https://www.stem.org.uk/resources/elibrary/resource/32124/
multiplication

https://stevewyborney.com

रचत्र-28
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गणित और गणित णिक्षा पर एक गहन, 
गमभीर पणरिका । 

णिक्षकों, णिक्षक-प्रणिक्षकों और 
णवरय से जडेु णवद्ाण थ्ियों के णलए ।

इस पणत्र्ा में, णशक्् :

•	 कक्षा में या अनयरि उपयोग के णलए संसाधनों तक पहुचँ सकते हैं

•	 ऐसे गणितीय णवरयों के बारे में भी पढ सकते हैं, जो समभवतः णनयणमत सककू ली पाि्यरिम में 
नहीं होते हैं

•	 अपने सवयं के णलख ेलेख भजे सकते हैं

•	 पणरिका के माधयम से अनय लोगों के सा् बातचीत कर सकते हैं, और अपनी अनसलुझी 
समसयाओ ंको हल कर सकते हैं

•	 अपने मकूल अवलोकन और खोजों को साझा कर सकते हैं

•	 सककू ल सतर के गणित के णवणभनन पहलओु ंके बारे में णलख सकते हैं और चचाथि कर सकते हैं ।

प्र्ाश् : 

अज़ीम पे्रमजी णवश्वणवद्ालय

आप एट राइट एगंलस यहाँ से प्राप्त ्र स्ते हैं :

हनःशुलक ्स्स्यता लें

https://azimpremjiuniversity.edu.in/at-right-angles

इस णलंक पर एट राइट एगंलस के हाई-रेज और लो-रेज संसकरि णनःिलुक डाउनलोड के 
णलए उपलबध हैं । अलग-अलग लेख भी नीच ेदी गई णलंक से डाउनलोड णकए जा सकते हैं

https://bit.ly/AtRightAnglesrepositor
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हम इस ईमले आईडी पर आपके लेखों और 
राय का सवागत करते हैं । लेख भजेने णलए 
नीणत और णदिा-णनदधेि पणरिका के अनदर 
णदए गए हैं ।

आपकी प्रणतणरिया हमारे णलए महत्वपकूिथि ह ै।

हमें अवशय णलखें ।
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https://www.facebook.com/
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AtRiUM (एट राइट एगंलस, अस एडं मै् ) 
पणरिका का िेसबकु पेज ह ै।

यह ई-सपेस में हमारे पािकों को जोडने के 

णलए एक मचं के रूप में कायथि करता ह ै। णिक्षक, णवद्ा्थी, णिक्षक-
प्रणिक्षक, भाराणवद ्और णिक्षािास्त्र के णविरेज्ञ इस समदुाय का 
णहससा हैं, इस कारि से इसकी पोसट में णवणवधता ह ैऔर चचाथिए ँभी 
गमभीर और गहन होती हैं । 23
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