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कक्षा में गणितीय संवाद
की-वर्ड : शकै्षिक रणनीतियाँ, चर्चा, तर्क  करना, सम्प्रेषण, समावेशन

गणित शिक्षण में गणितीय सवंाद (Math Talk) का कितना महत्त्व है?

इस सवाल का उत्तर दनेे से पहले, आइए अपने-आप से कुछ अन्य सवाल पछूें । यदि कक्षा में शिक्षक सिर्फ़  वही सवाल 
पछूते हैं जिनके उत्तर ‘हाँ’ या ‘नहीं’ में दिए जा सकते हैं, तो क्या ऐसी कक्षा विद्यार थ्ियों को अपने ज्ञान की वास्तविक समझ 
को अभिव्यक्त करने का अवसर दतेी ह?ै क्या इससे उनकी ग़लतियाँ या ग़लत धारणाए ँसामने आती हैं?  क्या ऐसी कक्षा में 
विद्यार थ्ियों को एक-दसूरे से सीखने का मौक़ा मिलता ह?ै  क्या वे यह दखे पाते हैं कि उनके सहपाठी किसी सवाल को किस 
तरह समझते और हल करते हैं? निस्सन्देह, इन सभी प्रश्नों का उत्तर ह ै‘नहीं’ ।

यहाँ कुछ महत्त्वपरू्ण तरीक़े  बताए गए हैं जिनसे गणितीय संवाद करने वाली कक्षा में विद्यार थ्ियों को लाभ मिलता ह ै। 

ऐसी कक्षा में विद्यार्थी :
•	 सोच-समझकर गणित के सवाल हल करना सीखते हैं, और अपने उत्तर का कारण बता पाते हैं ।
•	 उनके उत्तर सही हैं या नहीं, इसकी जाँच स्वय करना सीखते हैं । 
•	 अपने सहपाठियों के साथ चर्चा करते हैं, और मिलकर काम करना सीखते हैं ।
•	 गणित की अवधारणाओ ंऔर प्रक्रियाओ ंको अच्छी तरह समझते हैं । 
•	 इस तरह गहराई से जडु़ने से सीखी हुई बातें लम्बे समय तक याद रख पाते हैं । 

क्या प्राथमिक स्तर पर गणितीय संवाद सम्भव हो सकता ह?ै  क्या ये उद्देश्य उन विद्यार थ्ियों के लिए अति महत्त्वाकांक्षी हैं 
जो अभी गणित को सीखना शरुू कर रह ेहैं? यदि प्राथमिक कक्षा में गणित पढ़ाने का तरीक़ा टॉप-डाउन, शिक्षक-केन्द्रित 
और सत्ता-केन्द्रित हो (यानी जहाँ शिक्षक ही सब कुछ बताए,ँ और विद्यार थ्ियों को अपनी बात कहने का अवसर न मिले) 
तो माध्यमिक कक्षाओ ंमें विद्यार थ्ियों के लिए इस तरीक़े  को बदलना सहज नहीं होगा । ऐसे में वे तर्क  करने, ग़लती करके 
सीखने, अपने उत्तर की जाँच करने, और किसी सवाल को हल करने के अलग-अलग तरीक़े  अपनाने का आत्मविश्वास नहीं 
बना पाएगँे । 

पहली कक्षा से ही शिक्षक विद्यार थ्ियों को वस्तुओ ंऔर आसान बातचीत की मदद से गणित समझाने, और अपने उत्तर का 
कारण बताने के लिए प्रोत्साहित कर सकते हैं । उदाहरण के लिए, 2 और 3 मिलकर 5 क्यों होते हैं; 7, 4 से बड़ा क्यों ह ै
आदि ।

शिक्षक ऐसे सवाल भी पछू सकते हैं जिनसे विद्यार्थी अपनी सोच बता सकें  । जैसे–

•	 इस ख़ाली जगह में कौन-कौन-सी संख्याए ँभरी जा सकती हैं? आपको ऐसा क्यों लगता ह?ै

     8 > _
•	 क्या आप गोटियों का उपयोग करके दिखा सकते हैं कि 2 × 4 और 4 × 2 का उत्तर एक जैसा होता ह?ै
•	 जब किसी संख्या को 4 से गणुा करते हैं तो वही उत्तर क्यों मिलता ह ैजो पहले उसे 2 से गणुा करके, और फिर उस उत्तर 

को दोबारा 2 से गणुा करने पर मिलता ह?ै

अकसर शिक्षक समझते हैं कि इस तरह से पढ़ाने पर कक्षा को सँभालना कठिन हो सकता ह,ै या उन्हें यह भी विश्वास 
नहीं होता कि गणितीय संवाद विद्यार थ्ियों के सीखने का अच्छा तरीक़ा हो सकता ह ै। कई बार शिक्षकों को यह भी 
समझ नहीं आता कि शरुुआत कैसे करें । हालाँकि, ऐसी कक्षाए ँआसानी से ली जा सकती हैं जहाँ विद्यार्थी गणित पर 
खलुकर और सार्थक चर्चा करें ।
एनसीईआरटी की कक्षा-5 की पाठ्यपसु्तक में इसका एक उदाहरण दिया गया ह ै जिसे चित्र-1 में दिखाया गया ह ै। 
इस लेख में दिए गए उदाहरण बताते हैं कि कक्षा में इस तरह का गणितीय संवाद कैसे हो सकता ह ै। शिक्षक कक्षा 
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में ऐसा वातावरण कैसे बना सकते हैं, तथा 
खलुकर और अच्छा गणितीय संवाद कैसे 
करवा सकते हैं?

इस लेख में कुछ ऐसे उदाहरण दिए गए हैं 
जिनसे विद्यार्थी गणित पर आपस में चर्चा 
करने के लिए प्रेरित हुए । इन संवादों को कई 
तरीक़ों से कराया जा सकता ह ै।

शिक्षक दो-दो विद्यार थ्ियों की जोड़ी बनाकर 
किसी सवाल को हल करने के लिए कह 
सकते हैं । विद्यार्थी पहले अपने-अपने तरीक़े  
से सवाल हल कर सकते हैं । फिर अपने उत्तर 
की जाँच एक-दसूरे से करवा सकते हैं, और दिखा सकते हैं कि उन्हें एक जैसा उत्तर मिला या नहीं । शिक्षक विद्यार थ्ियों 
को मजे़ के चारों तरफ़ चार-चार के समहू में बैठाकर भी काम करवा सकते ह ै। ज़रूरत पड़ने पर हैंडस-्ऑन सामग्री का 
उपयोग भी किया जा सकता ह ै। शिक्षक विद्यार थ्ियों को आपस में काम बाँटने के लिए प्रेरित कर सकते हैं, मिलकर 
काम करने और एक-दसूरे की मदद करना सिखा सकते हैं ।

ऐसी चर्चा शरुू करने से पहले कुछ आसान नियम तय कर लेना अच्छा रहगेा । जैसे एक समय में एक ही विद्यार्थी 
बोले, सभी एक-दसूरे की परूी बात सनुें और फिर अपनी बात कहें आदि । इससे सभी विद्यार थ्ियों को अपनी बात रखने 
का समान अवसर मिलता ह,ै और सभी एक-दसूरे की बात ध्यान से सनुना सीखते हैं ।

शिक्षक विद्यार थ्ियों से इस तरह के सवाल भी पछू सकते हैं, “क्या आप बता सकते हैं कि उसने क्या कहा?” या “उसका 
मतलब क्या था?” इससे विद्यार्थी अपने साथियों की बात को अपने शब्दों में दोहराना, उसे समझना, और अपने उत्तर का 
कारण बताना सीखते हैं ।

चर्चा के बाद विद्यार्थी अपने काम को परूी कक्षा के सामने अलग-अलग तरीक़ों से प्रस्तुत कर सकते हैं । विद्यार थ्ियों के लिख े
हुए उत्तर और चित्र कक्षा के बलेुटिन बोर्ड पर लगाए जा सकते हैं । यदि उन्होंने किसी सवाल को हल करने का कोई अलग 
तरीक़ा बताया ह ैतो उसे भी सभी को दिखाया जा सकता ह ै। खलेु उत्तर वाले सवालों के अलग-अलग हल भी प्रदर्शित किए 
जा सकते हैं । इनसे विद्यार थ्ियों को यह समझने में मदद मिलती ह ैकि एक ही सवाल को कई तरीक़ों से हल किया जा सकता 
ह,ै और वे एक-दसूरे से सीखते हैं ।

चित्र-2 स्रोत : एआई द्वारा बनाया गया

क्या होगा ?
18 का आधा 9 ह ै।  9 × 5 = 45 ह ैऔर 9 × 5 = 45 ह ै। 

मैंने 45 और 45 का योग करके 90 प्राप्त किया ।

क्या आपने सोचा कि ये सभी तथ्य सही हैं?                          
आपने ऐसा क्यों सोचा?

मैंने 18 को 8 और 10 में विभाजित किया । 8 × 5 = 40 ह ै। 
10 × 5 = 50 ह ै। तब मैंने 40 और 50 का एक साथ योग करके 90 प्राप्त किया ।

मैंने 20 × 5 किया जो 100 ह ै। 
उसके बाद मैंने 2 × 5 (= 10) कम कर दिया । अत: 100−10 = 90 ह ै।

मैंने पहले 18 को दोगनुा करके 36 प्राप्त किया । पनु: मैंने 36 को दोगनुा करके 72 प्राप्त किया । 
उसके बाद 72 और 18 का योग करके 90 प्राप्त किया ह ै।

गुणा करने की अनेक विधियाँ

18 × 5 = 9 × 10 =  90 ह ै।

चित्र-1 : एनसीईआरटी की कक्षा-5 की पाठ्यपसु्तक ‘गणित मलेा’ से अनमुति के साथ प्रकाशित ।



4   अज़ीम प्रेमजी यूनिवर स्िटी

चर्चा-1
कक्षा-4 के विद्यार थ्ियों का चार-चार के समूहों में कार्य

1 से 9 तक के अंकों का इस्तेमाल करें । किसी भी अंक का दोहराव न हो ।

शिक्षिका ब्लैकबोर्ड पर सवाल लिखती हैं ।

बताए ँसवाल क्या ह?ै 

क्या बस 
इतना ही? 

हम सवाल को हल 
करना शरुू कैसे करें? 

शनू्य दो बार 
आ रहा ह ै। 

क्या आप सवाल 
को फिर से समझना 

चाहेंगे? 

हाँ । हमें 1 से 9 तक 
के अकंों का इस्तेमाल 
करना ह,ै इसलिए शनू्य 

नहीं ले सकते । 

बिल्कु ल सही । तो अब  
हम कौन-सी संख्याए ँ 

ले सकते हैं?

सवाल में यह भी कहा 
गया ह ैकि प्रत्येक अकं का 

इस्तेमाल सिर्फ़  एक बार 
किया जा सकता ह ै। हम 10 और 90 

ले सकते हैं ।

एक मिनट कक्षा में शान्ति रहती ह ै। 

हमें 2-अकंीय दो  
संख्याओ ंका योग करना ह ै। 

उनका योग 100 होना चाहिए । 

शिक्षिका दखेेंगी कि विद्यार्थियों को सवाल  
समझ आया या नहीं । 
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हम 11 ले  
सकते हैं और... 12 और 88 । 

अगली संख्या 
लेकर देखें । 

13 और... क्या? 
नहीं । 11 में 1 
का दोहराव हो 

रहा ह ै। 

8 दो बार 
आया ह ै। 

अगर 12 और 88 का योग 100 ह ैतो 
13 के साथ कौन-सी संख्या होगी?

मैं जानती हू!ँ 
87 ।

चर्चा आगे बढ़ती है
बताइए, आपको 87 

कैसे मिला?

हम पहली संख्या में 1 बढ़ा रह ेहैं, 
इसलिए दसूरी संख्या में 1 कम  

करना होगा ।

क्या आप सभी इसकी 
बात समझ रह ेहैं?

शिक्षिका बोर्ड पर 13 + 87 = 100 लिखती हैं । तो अगर हम पहली संख्या में 
1 जोड़ते जाए ँऔर दसूरी में 

1 घटाते जाए,ँ इससे हमें और 
उत्तर मिलेंगे ।

ध्यान दीजिए कि विद्यार्थी पैटर्न दखेकर सामान्य 
नियम समझने लगते हैं ।

अब इसे करके देखें कि यह तरीक़ा सही ह ैया नहीं । फिर जोड़ी बनाकर ऐसे और 
संख्या-यगु्म खोजें जिनका योग 100 हो ।

शिक्षिका अकेले/जोड़ी में काम करने का मौक़ा दतेी हैं ।  
धीमी गति से सोचने वालों के लिए पर्याप्त समय भी दतेी हैं ।

सब ‘हाँ’ कहते हैं ।
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अब 14 और 86 लेकर 
देखते हैं । यह सही ह ै।

फिर 15 + 85 लेकर देखते 
हैं, लेकिन 5 दो बार आ रहा 

ह,ै तो यह सही नहीं ह ै।

तब 16 और 84 
को देखते हैं । यह 

सही ह ै।

दसूरी संख्याए ँभी लिखते हैं । 17 + 83,  
फिर 18 + 82 (नहीं, नहीं) ।

19 और 91 भी नहीं ले सकते । 
लगता ह,ै अब सभी उत्तर मिल 

गए हैं ।

क्या आपने सभी तरीक़े  आज़मा 
लिए हैं?

विद्यार थ्ियों को पक्का पता नहीं ह,ै वे चपु रहते हैं ।
क्या 2-अकंीय संख्याए ँकिसी दसूरे 

अकं से भी शरुू हो सकती हैं?
हाँ, हम 21, 22 और आगे की 
संख्याओ ंसे भी शरुू करके देख 

सकते हैं ।

क्या आप सभी को कुछ उत्तर मिले?  
जो उत्तर मिले हैं, उन्हें बोर्ड पर लिखो ।

विद्यार्थी बोर्ड पर कुछ संख्या-यगु्म लिखते हैं । कुछ संख्या-यगु्म 
एक जैसे होते हैं । शिक्षिका कुछ ख़ास संख्या-यगु्मों की ओर 

ध्यान दिलाती हैं ।
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आओ, सभी सम्भावित संख्या-यगु्म  
बनाकर इस सवाल को और अच्छी  

तरह समझें । हम कैसे सनुिश्चित करें कि हमने 
सभी संख्या-यगु्म लिख लिए हैं?

हमें संख्याए ँक्रम से लेनी चाहिए । 
पहले 11, 12, 13 फिर 21, 22, 23 

और इसी तरह 99 तक ।

बिल्कु ल ठीक, लेकिन यह काम 
किसी एक के लिए बहुत अधिक 
ह ै। इसलिए हम इसे बाँट लेंगे, 

और गहृकार्य के रूप में करेंगे । 
ध्यान रखें कि कोई भी अकं 

दोबारा न आए, और 
दोनों संख्याओ ंका 

योग 100 हो । 

शिक्षिका विद्यार्थियों की एक जोड़ी को 20 से 29 तक, दसूरी को 30 से 39 तक,  
और इसी तरह अलग-अलग जोड़ियों को 80 से 89 तक की संख्याए ँदतेी हैं ।

यह ह ैवह सचूी जो विद्यार्थियों ने अगले दिन बलेुटिन बोर्ड पर लगाई थी ।

विद्यार्थी इतनी बड़ी सचूी दखेकर बहुत ख़ुश हुए ।  
शिक्षिका ने गणित पर चर्चा को आगे बढ़ाने के लिए  

इसका इस्तेमाल करने का फ़ै सला किया ।
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तालिका को देखकर आपको क्या समझ 
में आ रहा ह?ै इन संख्या-यगु्मों के बारे में 

आप क्या जानते हैं?

4 दहाई और 5 दहाई वाली 
संख्याओ ंके संख्या-यगु्म 

ज़्यादा हैं ।

बहुत अच्छा, अब पहले स्तम्भ को  
ध्यान से देखो । इन संख्या-यगु्मों में आपको 

क्या दिखाई देता ह?ै

 मझु ेलगता ह ैकि इन  
संख्या-यगु्मों में इकाई के अकं आपस 

में बदल गए हैं । 13 + 87 अब  
17 + 83 हो गया ह ै। 14 + 86 की जगह 16 + 84 

आ गया ह ै।

ऐसा क्यों हुआ? ऐसा इसलिए क्योंकि 
 3 + 7 और 7 + 3 का 
योग एक समान होता ह ै।

ऐसा दसूरे स्तम्भों  
में भी हुआ ह ै।

इसीलिए हर स्तम्भ  
में संख्या-यगु्मों की  

संख्या सम ह ै।

क्या कोई समझा सकता  
ह ैकि उसने क्या कहा?

उसने बताया कि इकाई 
के अकं बदलने पर एक 

संख्या-यगु्म से दसूरा 
संख्या-यगु्म बनाया जा 

सकता ह ै।

इसलिए हमशेा ऐसे दो  
संख्या-यगु्म बनते हैं । इसी कारण 

कुल संख्या-यगु्मों की संख्या  
   सम होती ह ै।

बिल्कु ल सही ।
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क्या आपने किसी और 
बात पर ग़ौर किया? विद्यार्थी शान्त हैं ।

अगर हम चौथी और पाँचवीं 
सचूी को साथ में देखें तो क्या 

दिखाई देता ह?ै

अरे! पाँचवीं सचूी में ये 
संख्याए ँउल्टे क्रम में हैं ।

उल्टा क्रम क्या ह?ै इससे 
आपका क्या मतलब ह?ै उसका मतलब ह ैकि संख्या-यगु्म 

उल्टे क्रम में लिख ेगए हैं ।

क्या आप इसका एक  
उदाहरण दे सकते हैं?

चौथी सचूी में 49 + 51 
आख़िरी संख्या-यगु्म ह,ै वहीं 

पाँचवीं सचूी में 51+ 49 
पहला संख्या-यगु्म ह ै।

संख्या-यगु्म तो वही ह,ै केवल 
दोनों संख्याओ ंकी जगह बदल 
गई ह ै। क्या इससे योग बदल 

सकता ह?ै

नहीं, क्योंकि 3 + 5 और 5 + 3 
का योग बराबर होता ह ै।

ओह! 50 तक के उत्तर 
मिलने के बाद, हम उन्हें 
उल्टे क्रम में भी लिख 

सकते थे ।

यह सममिति जैसा ह!ै
बहुत बढ़िया! आपने 
अच्छी बात पर ध्यान 

दिया ।
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आगे की चर्चा के लिए सवाल

•	 क्या आपने ग़ौर किया कि कौन-सा अकं कभी इकाई के स्थान पर नहीं आता? 

•	 क्या सभी सम्भव संख्या-यगु्म खोजने का कोई और तरीक़ा हो सकता ह?ै

शिक्षिका द्वारा इस्तेमाल की गई शिक्षण रणनीतियाँ 

•	 शिक्षिका ने इस सवाल की मदद से विद्यार्थियों को गणित पर खलुकर चर्चा करने के लिए प्रेरित किया । 

•	 विद्यार थ्ियों ने अपने शब्दों में सवाल को समझाया । 

•	 चर्चा के दौरान सवाल की सभी शर्तों को समझा गया । 

•	 विद्यार थ्ियों ने मिलकर अपने उत्तरों पर विचार किया, और उन्हें अपने तर्क  के बारे में अपनी समझ स्पष्ट करने का मौक़ा मिला ।

•	 जोड़ी में काम करने से अधिक विद्यार थ्ियों ने भाग लिया, विशषेकर उन विद्यार थ्ियों ने जो सामान्यतः कम बोलते हैं ।

•	 शिक्षिका ने विद्यार थ्ियों को सभी सम्भव उत्तर क्रम से खोजने का तरीक़ा बताया । 

•	 गहृकार्य कक्षा में किए गए काम का विस्तार था । इससे विद्यार थ्ियों को स्वय सोचने और नए समाधान खोजने का अवसर 
मिला ।

•	 शिक्षिका ने विद्यार थ्ियों को पैटर्न पहचानने और उसके पीछे का कारण समझाने के लिए प्रेरित किया । उन्होंने एक विद्यार्थी से 
दसूरे विद्यार्थी की बात अपने शब्दों में दोहराने के लिए कहा । इससे सभी ने एक-दसूरे की बात ध्यान से सनुी, और सभी के 
विचारों को महत्त्व मिला । 

•	 शिक्षिका ने विद्यार थ्ियों को सही गणितीय शब्दों का प्रयोग करने के लिए प्रोत्साहित किया । 

•	 अकंगणित के नियमों को फिर से समझाया और उनका अभ्यास कराया । 

•	 एक ही गतिविधि से सीखने के कई उद्देश्य सफलतापरू्वक प्राप्त हो गए ।

•	 क्या आपने शिक्षिका द्वारा इस्तेमाल की गई किसी और रणनीति पर ग़ौर किया? 

आगे दी गई चर्चाओ ंमें कुछ अन्य रणनीतियों को समझने की कोशिश करें । शिक्षिका क्या अलग कर रही हैं? कौन-सी बातें 
पहले जैसी हैं? आपके अनसुार शिक्षिका के मखु्य उद्देश्य क्या हैं?
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चर्चा-2
कक्षा-5 के विद्यार थ्ियों का जोड़ी में कार्य

इस सवाल को हल 
करने के लिए हमें क्या 

करना होगा?

यह 3 × 3 का गणुा वर्ग ह ै। 
हर पंक्ति और हर स्तम्भ के 
अन्त में दी गई संख्या, उस 
पंक्ति या स्तम्भ की तीनों 

संख्याओ ंका गणुनफल ह ै। 
1 से 9 तक की संख्याओ ंका 
केवल एक-एक बार उपयोग 

करके ख़ाली ख़ाने भरें, 
जिनका गणुा करने पर दिया 
गया गणुनफल ही प्राप्त हो ।

हमें 1 से 9 तक की 
संख्याए ँख़ाली खानों में 

भरनी हैं ।

क्या हम 
संख्याए ँकिसी 

भी क्रम में लिख 
सकते हैं?

नहीं । संख्याए ँइस प्रकार 
लिखनी होंगी कि उनका गणुा 
करने पर वही उत्तर आए जो 

अन्त में दिया ह ै।

यह किसी जादईु वर्ग जैसा 
लगता ह,ै लेकिन इसमें योग 
नहीं, बल्कि गणुा करना ह ै।

यह परूी तरह जादईु वर्ग  
जैसा नहीं ह ैक्योंकि इसमें  
उत्तर अलग-अलग हैं ।

हाँ सही, यह कुछ हद तक उस जादईु वर्ग जैसा ह ैजो हमने पहले 
देखा था, और कुछ हद तक यह जादईु वर्ग जैसा नहीं ह ै। उम्मीद 
ह,ै आप सब इनके बीच की समानताए ँऔर अन्तर समझ गए 

होंगे । इसे हम गणुा वर्ग कहते हैं ।

क्या आप सभी जोड़ियों में काम करके यह 
पता लगा सकते हैं कि कौन-सी संख्या 

किस जगह आएगी?
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1 से 9 तक की 
संख्याए ँक्रम से भरकर 
देखते हैं कि यह काम 

करता ह ैया नहीं ।

लेकिन अगर पहली पंक्ति 
में 1, 2 और 3 भरते हैं तो 
उसका गणुा 6 होगा । यहाँ 

तो 15 होना चाहिए ।

तो फिर हमें कौन-
सी संख्याए ँभरनी 

चाहिए? किन तीन संख्याओ ंका 
गणुा 15 होगा?

3 × 5 = 15 होता, 
लेकिन हमें तीन 
संख्याए ँचाहिए । हम 1 भी ले 

सकते हैं ।

ठीक ह ै। हम 
पहली पंक्ति में 1, 
3, 5 लिखते हैं ।

वे उसी क्रम में लिखते हैं ।

अगर इस ख़ाने में 3 लिखते 
हैं तो हमें दसूरे स्तम्भ के 
अन्त में दिया गया उत्तर  

8 कैसे मिलेगा?
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हम्म... तो फिर 
क्या लिखें? 2?

नहीं, हमने पहले  
ही तय किया था कि 
1, 3 और 5 का गणुा 

15 होता ह ै।

क्या दसूरे ख़ाने में 
1 भरकर देखें? 
फिर 3 और 5  
कहाँ भरेंगे?

हाँ । पहले ख़ाने में  
3 और तीसरे ख़ाने  

में 5 लिखना 
चाहिए ।

अब दसूरा स्तम्भ भर  
सकते हैं । 1 × 2 × 4 = 8 
होता ह ै। क्या दसूरी पंक्ति  

में 2 और तीसरी में  
4 लिखें?

क्या कोई तरीक़ा  
ह ैजिससे पता चले कि  
2 और 4 किस ख़ाने में 

लिख सकते हैं?

108 और 224, 
दोनों 2 और 4 से 

परूी तरह विभाजित 
हो जाते हैं ।

इसलिए अभी यह 
तय नहीं कर सकते । 

पहले तीसरे स्तम्भ 
को समझते हैं ।
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हाँ, कोशिश 
जारी रखें ।

कोशिश करते हैं :  
5 × 63 = 315 
होता ह ै। इसलिए 

63 की जगह 7 × 9 
लिख सकते हैं ।

तो तीसरे स्तम्भ 
में 7 और 9 कहाँ 

रखेंगे?

108, 9 से परूी तरह विभाजित 
होता ह,ै लेकिन 224 नहीं । 

इसलिए दसूरी पंक्ति में  
9 और तीसरी में  

7 लिखेंगे ।

अब 6 और 8 बच ेहैं । 108, 
6 से परूी तरह विभाजित होता 
ह,ै इसलिए 6 दसूरी पंक्ति में 

और 8 तीसरी पंक्ति  
में लिखेंगे ।

बिल्कु ल सही ।
अब साफ़ ह ैकि 
2 और 4 कहाँ 

लिखने हैं ।

बहुत अच्छा सोचा । क्या आप बाक़ी 
साथियों को भी समझा सकते हैं कि आपने 

यह उत्तर कैसे निकाला?

बिल्कु ल ।
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विद्यार्थी अपने काम को दसूरों के साथ साझा करते हैं ।

क्या आपने भी इसी तरह हल किया, 
या आपका तरीक़ा कुछ अलग था?

हमने पहले 8 के गणुनखण्ड (1 × 2 × 4) 
निकाले, और फिर आगे का सवाल हल 

किया ।

क्या किसी ने पहले  
किसी अलग संख्या से शरुुआत 

की थी और बाद में उसे  
बदल दिया?

हाँ । हमने पहले 144 के गणुनखण्डों से शरुुआत की और उसे 2 × 8 × 9 के रूप में लिखा । 
पहले हमने 8 को तीसरी पंक्ति में और 9 को दसूरी पंक्ति में रखने की कोशिश की । लेकिन तब 

2 को पहली पंक्ति में रखना पड़ता  जो सही नहीं था । हमने देखा कि पहली पंक्ति में 2, 8  
और 9 को नहीं रख सकते । इसलिए दसूरा तरीक़ा अपनाया । फिर हमने ऐसे अकं  

चनेु जिनका गणुा 144 हो । इस तरह हमें 3 × 6 × 8 मिला ।

क्या आप समझा सकते 
हैं कि इस सवाल का 
कोई और सही उत्तर 
क्यों नहीं हो सकता?

शिक्षिका ने और भी सवाल पछेू  ताकि सभी विद्यार्थी समझ सकें   
कि उत्तर तक पहुचँने का क्या तरीक़ा था, और वह सही क्यों ह?ै

इस चर्चा में भी चर्चा-1 की तरह सीखने के कई अच्छे अवसर मिले । इसके साथ ही, विद्यार थ्ियों ने इस सवाल को पहले किए 
गए सवाल से जोड़कर समझा । 

कई बार, पहले सीखी हुई बातों का उपयोग करने से नया सवाल समझना और हल करना आसान हो जाता ह ै। शरुुआत में 
शिक्षिका ने विद्यार थ्ियों को अपने-आप चर्चा करने और सोचने का समय दिया । बाद में उन्होंने ऐसे सवाल पछेू जिनसे विद्यार थ्ियों 
को सही दिशा में सोचने और आगे बढ़ने में मदद मिली ।

इस सवाल का केवल एक सही उत्तर था, लेकिन शिक्षिका ने केवल उत्तर पर ध्यान नहीं दिया । उन्होंने इस बात पर ज़्यादा ज़ोर 
दिया कि विद्यार्थी अलग-अलग तरीक़ों से सोचकर और तर्क  दकेर उस उत्तर तक कैसे पहुचँ े।
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चर्चा-3
कक्षा-6 के विद्यार थ्ियों का दो-दो या तीन-तीन के समूहों में कार्य

अमन के पास यह एक आयताकार कार्ड ह ै। उस 
पर ग्रिड की रेखाए ँबनी हैं । अमन ग्रिड की रेखाओ ं

के साथ दो सीध ेकट लगाता ह ै। इन दो कट से 
कार्ड तीन भागों में बँट जाता ह ै: दो अलग-अलग 

आकार के वर्ग और एक आयत ।

अमन ने कट कहाँ 
लगाए होंगे?

शिक्षिका ने यह सवाल दिया, और 
विद्यार थ्ियों से कहा कि वे जोड़ी बनाकर 

ग्रिड पेपर पर इसे हल करें ।

विद्यार थ्ियों ने लगभग 20 मिनट तक ग्रिड पर अलग-अलग तरह से दो रेखाए ँखींचीं ।  
वे जाँचते रह ेकि क्या उनसे दो वर्ग और एक आयत बनते हैं ।

यह उनके कुछ प्रयासों के उदाहरण हैं । अन्तत:, सभी एक ही समाधान तक पहुचँ े।

समहू क

हमने पहले 2 × 2 का एक वर्ग 
बनाया, फिर 3 × 3 का वर्ग बनाया । 
लेकिन इससे आयत नहीं बना तथा 

हमें और कट लगाने पड़ते ।

फिर हमने 2 × 2 का और  
4 × 4 का वर्ग बनाया । लेकिन 
यह तरीक़ा भी सही नहीं था ।

तब हमने 2 × 2 का और  
5 × 5 का वर्ग बनाया । हमें 

सही उत्तर मिल गया ।

समहू ख

हमने पहले सबसे बड़ा बन सकने 
वाला 5 × 5 का वर्ग बनाया । फिर एक 
आयत बचा । उसके बाद उसमें 2 × 2 
का वर्ग बनाया । इस तरह हमें सही उत्तर 

मिल गया ।

सभी एक ही उत्तर तक पहुचँे । अब इस उत्तर 
को ध्यान से देखते हैं । बताइए, इन आकृतियों 

का क्षेत्रफल कितना ह?ै

छोटे वर्ग का क्षेत्रफल 4 वर्ग इकाई 
ह ै। इसका आकार 2 × 2 ह ै।

बड़े वर्ग का क्षेत्रफल  
25 वर्ग इकाई ह ै। इसका आकार  

5 × 5 ह ै। आयत का क्षेत्रफल  
6 वर्ग इकाई ह ैऔर आकार  

2 × 3 ह ै।

आपने इस सवाल को कैसे 
हल किया?
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ध्यान दें कि जब कक्षा को एक उत्तर मिल गया तब भी शिक्षिका ने चर्चा नहीं रोकी । इस आगे की चर्चा से क्या लाभ हुआ? 
शिक्षिका ने गणितीय संवाद को बढ़ावा दनेे के लिए कौन-कौन-से तरीक़े  अपनाए?

बड़े आयत का कुल 
क्षेत्रफल कितना था?

यह 7 × 5 यानी 
35 वर्ग इकाई 

था ।

कैसे इन तीन आकृतियों का क्षेत्रफल बड़े 
आयत के क्षेत्रफल से जडु़ा ह?ै तीनों आकृतियों 

के क्षेत्रफलों का 
योग बड़े आयत 
के क्षेत्रफल के 

बराबर ह ै।

आओ, संख्याए ँलिखें ।  
4 + 25 + 6 = 35 । यदि हमारे 
पास 2 वर्ग और 1 आयत हों तो 
35 बनाने के और कौन-कौन-से 

तरीक़े  हो सकते हैं?

अब देखते हैं कि क्या यह 
केवल 2 कट लगाकर बनाया 

जा सकता ह ै। आओ, सभी सम्भावित 
तरीक़े  लिखकर जाँचते हैं ।

1 + 9 + 25 करने पर तीन वर्ग बनेंगे, 
इसलिए यह तरीक़ा सही नहीं ह ै।

आपने जो भी चित्र बनाए 
हैं, उन्हें ध्यान से देखिए । 
हमारे हल में क्या ख़ास 

बात ह?ै
वर्ग की एक भजुा, 
आयत की भी एक 

भजुा ह ै। इसी वजह से हमें 
केवल 2 कट लगाने पर 
3 आकृतियाँ मिलीं ।

आज हम सभी ने बहुत 
अच्छी चर्चा की ।
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चर्चा-4
कक्षा-5 और 6 के विद्यार थ्ियों का चार-चार के समूहों में कार्य

सवाल हमें क्या बता 
रहा ह?ै दानदाता ने 

क्या किया?

सवाल :
क्रिसमस के पहले दिन एक दानदाता ने अनाथालय को 1 खिलौना दिया । दसूरे 
दिन उसने 2 नए खिलौने दिए, और पहले दिन जितने खिलौने दिए थे, उतने और 

दिए । तीसरे दिन उसने 3 नए खिलौने दिए, और अब तक जितने खिलौने  
द ेचकुा था, उतने ही खिलौने और दिए । यदि वह इसी तरह  
12 दिनों तक खिलौने दतेा रह ेतो कुल कितने खिलौने दगेा?

शिक्षिका ने पहले परूी कक्षा को सवाल समझाया । जब विद्यार थ्ियों को सवाल समझ में 
आ गया, उन्हें समहू बनाकर आगे का हल निकालने के लिए कहा ।

पहले दिन 1 खिलौना दिया । दसूरे 
दिन 2 + 1 यानी 3 खिलौने दिए । 

तीसरे दिन उसने...

यह सवाल केवल 
सोचकर हल करना 

मशु्किल ह ै।

चलो, इसे लिखकर 
हल करते हैं ।

अगर हम इसे व्यवस्थित क्रम  
से लिखें तो क्या इसे हल करना  

आसान होगा?

बिल्कु ल । मैं एक 
तालिका बनाकर 

लिखता हू ँ।

ब्लैकबोर्ड पर तालिका बनाता ह ै।

अच्छा । अब पता लगाओ कि 12 दिनों में 
दानदाता ने कुल कितने खिलौने दिए ।

सवाल हल करने के लिए विद्यार्थियों को 4-4 के समहूों में बाँट दिया गया ।
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समहू क

क्या हम पहले हर पंक्ति का योग  
निकालें, और फिर उन सभी पंक्तियों  

के योगों को जोड़ दें?
हाँ, ऐसा ही करते हैं ।

तो पहली पंक्ति का योग 1 ह,ै  
दसूरी का 3 ह ै(तालिका के तीसरे स्तम्भ में  

लिखना शरुू करते हैं) ।

विद्यार थ्ियों को उत्तर मिलता ह ै: 364

क्या आपको इन योगों में 
कोई ख़ास पैटर्न दिखाई दे 

रहा ह?ै 1, 3, 6, 10, 15...

दसूरी संख्या पहली से 2 अधिक ह,ै 
तीसरी दसूरी से 3 अधिक ह,ै और चौथी 

तीसरी से 4 अधिक ह ै।

बहुत बढ़िया । ये संख्याए ँ
देखकर आपको क्या याद 

आता ह?ै
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अरे हाँ, अब याद आया! 
इन संख्याओ ंको त्रिभजुीय 

संख्याए ँकहते हैं ।

हाँ, हमने इनके बारे में 
कक्षा-6 में पढ़ा था । क्या 

आपको भी याद ह?ै

समहू ख

समहू ख

मैंने देखा कि संख्या 
1 हर पंक्ति में ह ै।

मतलब 1 कुल 
12 बार आया ह ै।

संख्या 2 दसूरी पंक्ति से 
आनी शरुू होती ह ै।

तो 2 कुल 11 बार 
आया ह ै।

क्या इसमें कोई पैटर्न 
दिख रहा ह?ै हम्म...

क्या आप उसकी बात को आगे 
बढ़ाकर कुछ और बता सकते हैं?

मैं कोशिश करती हू ँ। संख्या 3 
तीसरी पंक्ति से आनी शरुू होती ह,ै 

इसलिए यह 10 बार आया ह ै।

तो हर संख्या को, जितनी बार वह आती 
ह,ै उससे गणुा करके सभी का योग 

निकाल सकते हैं ।

चलो, लिखकर देखते हैं 
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उफ़!

आओ, इन सभी संख्याओ ं
का कुल योग निकालते हैं 

वाह! यह तो दोनों  
तरफ़ से एक जैसा दिखाई 

दे रहा ह ै।

क्या आप इनका योग  
कोई आसान तरीक़ा अपनाकर 

निकाल सकते हैं?

हाँ । पहले आधी संख्याओ ं12, 22, 
30, 36, 40, 42 का योग निकालते 

हैं, फिर उसे दोगनुा कर देते हैं ।

पहले दहाई वाले अकं जोड़ते हैं... 
10, 30, 60, 90, 130, 170

अब इकाई वाले अकं जोड़ते हैं... 
2, 4, 10, 12

तो कुल योग 182 ह ै।

क्या आपका उत्तर 
सही ह?ै

नहीं । अभी परूा योग नहीं हुआ ह ै।  
हमने केवल आधी सखं्याओ ंका  

योग निकाला ह ै। इसे 2 से गणुा करेंगे 
तब उत्तर 364 आएगा ।

मझु ेइन संख्याओ ं12, 22, 30, 
36, 40, 42 में एक पैटर्न दिखाई 

दे रहा ह ै। वे घटते क्रम में बढ़ 
रही हैं ।

क्या मतलब? मझु ेसमझ 
नहीं आया ।

इसका मतलब ह ैकि कुल योग हर बार एक 
निश्चित संख्या से बढ़ रहा ह,ै लेकिन वह बढ़ने 
वाली संख्या हर बार कम होती जा रही ह ै। जैसे 
12 + 10 = 22, उसके बाद 22 + 8 = 30, 

और फिर 30 + 6 = 36 ।

आपने इस सवाल को हल करते समय एक नया 
पैटर्न खोज लिया ह ै। क्या अब आप इस पैटर्न के 

आधार पर एक नया सवाल बना सकते हैं?
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समहू ग
क्यूँ न हम हर पंक्ति की संख्याओ ंका 
योग निकालने के लिए गॉस की विधि 
अपनाए ँजो हमने पहले सीखी थी?

मलतब?

याद ह,ै गॉस ने 1 से 100 तक की सभी 
संख्याओ ंका योग निकालने के लिए उनके 

जोड़े बनाए थे । जैसे 1 और 99, 2 और 98...
यह अच्छा तरीक़ा ह ै।  
इसे आज़माकर देखें ।

जी बिल्कु ल । सबसे पहले 
आख़िरी पंक्ति को देखते हैं । इसमें 
कौन-कौन-से जोड़े बन सकते हैं?

12 और 1 मिलाकर 13  
होते हैं । 11 और 2 मिलाकर 

भी 13 होते हैं ।यानी 13 के 6 जोड़े बनेंगे । इसे 
6 × 13 लिख सकते हैं ।

अब 11वीं पंक्ति देखते हैं । 11 और 1, 10  
और 2 । हर जोड़े का योग 12 ह ै।

लेकिन 6 अकेला बच जाएगा ।

इसलिए 12 के 5 जोड़ों के 
साथ 6 भी जोड़ देंगे । यानी 

(5 × 12) + 610 वीं पंक्ति में 5 जोड़े हैं । हर 
जोड़े का योग 11 ह ै। इसलिए 
इसका योग 5 × 11 होगा । 9 वीं पंक्ति में 10 के 4 जोड़े 

बनते हैं और 5 वीं पंक्ति का योग 
(4 × 10) + 5 होगा ।

8 वीं पंक्ति में 9 के 4 जोड़े 
बनते हैं । यानी 4 × 9 7 वीं पंक्ति में 8 के 3 जोड़े  

बनते हैं और 4 बच जाता ह ै।  
यानी (3 × 8) + 4 ।

बाक़ी पंक्तियों का योग तो सीधे 
संख्याओ ंको जोड़कर निकाल 

सकते हैं ।
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1 से 6 तक की सभी पंक्तियों 
का योग कितना होगा?

1 + 3 + 6 + 10  
+ 15 + 21 = 56

अब इसमें (6 × 13), (5 × 12)  
+ 6, (5 × 11), (4 × 10) + 
5, (4 × 9), (3 × 8) + 4 भी 

जोड़ते हैं ।

अब 1 से 6 तक की पंक्तियों का 
योग इसमें जोड़ देंगे । तो आएगा 

308 + 56 = 364

आइए, इनका योग निकालते हैं 

शिक्षिका विद्यार्थियों को अपने तरीक़ों से सवाल हल करने और परूी कक्षा के सामने 
समझाने के लिए प्रोत्साहित करती हैं ।

समहू ख ने जो तरीक़ा बताया, 
उसके बारे में आप क्या सोचते हैं?

उन्होंने पैटर्न का 
उपयोग किया ।

क्या सभी समहूों के तरीक़ों 
में कोई समान बात ह?ै हम सभी ने योग किया,  

लेकिन कुछ विद्यार्थियों ने योग करने 
का आसान तरीक़ा अपनाया ।

आपको यह आसान 
तरीक़ा कैसे मिला?

पैटर्न को ध्यान से देखकर ।

गणित में पैटर्न बहुत काम आते 
हैं । किसी सवाल को हल करने 
का सिर्फ़  एक ही तरीक़ा नहीं 

होता । एक ही उत्तर तक पहुचँने के 
कई तरीक़े  हो सकते हैं, और हर 

तरीक़ा सही हो सकता ह ै।
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को बेहतर ढंग से समझने का अवसर मिलता ह ै। अब यह सवाल उठ सकता ह ैकि क्या हर शिक्षक के लिए ऐसा करना 
आसान ह?ै शिक्षक को पहले सवाल को अच्छी तरह समझना होता ह ै। साथ ही, उन्हें समय का ध्यान रखना पड़ता ह,ै 
पाठ्यक्रम परूा करना होता ह,ै और तय समय-सीमा का भी पालन करना होता ह ै। इसलिए हमारा सझुाव ह ैकि शिक्षक 
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(समहू ख से) क्या आप अपने खोजे हुए 
पैटर्न पर कोई सवाल पछूना चाहेंगे?

हाँ । हमारा सवाल ह ै। इन गणुा के उत्तरों  
में क्या पैटर्न दिखाई देता ह?ै और यह पैटर्न 

क्यों बनता ह?ै

इस सवाल पर हम फिर कभी बात करेंगे ।

सोचिए, इस परूी चर्चा के दौरान शिक्षिका ने विद्यार थ्ियों को गणितीय संवाद करने के लिए किन-किन तरीक़ों से प्रोत्साहित किया ।

पद्मप्रिया शिराली वैली स्कू ल (बेंगलरूु) और ऋषि वैली (आन्ध्र प्रदशे) स्थित कम्युनिटी मथै 
सेंटर का हिस्सा हैं, जहाँ वे 1983 से कार्यरत हैं । उन्होंने वहाँ गणित, कम्प्यूटर एप्लीकेशन, भगूोल, 
अर्थशास्त्र, पर्यावरण अध्ययन और तेलगु ूजैसे विभिन्न विषयों को पढ़ाया ह ै। 1990 के दशक में, 
उन्होंने दिवंगत श्री पी. के. श्रीनिवासन के साथ मिलकर काम किया । वे उस टीम का हिस्सा थीं जिसने 
ऋषि वैली रूरल सेंटर के मल्टीग्रेड एलीमेंट्री लर्निंग प्रोग्राम को तैयार किया था, जिसे ‘स्कू ल इन अ 
बॉक्स’ (School in a Box) के नाम से जाना जाता ह ै। वर्तमान में वे एनसीईआरटी के पाठ्यपसु्तक 
विकास समहू का हिस्सा हैं । उनसे padmapriya.shirali@gmail.com पर सम्पर्क  किया जा 
सकता ह ै।
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