
ಹರರ ತ್ರಿಭುಜ ಮತ್ುು ತ್ರಿವಳಿ 
ಹರಗ  ೋಪಾಲ್ ಆರ್.  

 

ಸಂಖ್ ೆಗಳ ಜಗತ್ತು ಮತ್ತು ಜ್ಾೆಮಿತಿಯ ಲ  ೋಕಗಳು ಬ ೋರ  ಬ ೋರ  ಎಂದತ ಕಂಡರ   ಅವುಗಳ ನಡತವ  ಅನಿರೋಕ್ಷಿತ್ವಾದ 
ಹಲವು ಸಂಬಂಧಗಳು ಕಂಡತಬರತತ್ುವ . ಯ ಕ್ಲಿಡ್ ನ ಎಲಿಮಂಟ್ಸ್ ಪುಸುಕದಲಿಿ ಈ ಎರಡ  ಪರಪಂಚಗಳನತು 
ಸ ೋರಸತವಂತ್ಹ ಹಲವಾರತ ಸ  ಗಸಾದ ಸಂಬಂಧಗಳು ಉಲ ಿೋಖವಾಗಿವ .   
 
ಎಲಿರಗ  ತಿಳಿದಿರತವ  ಸಂಬಂಧವ ಂದರ  ಇದತ: a, b, c ಗಳು ಮ ರತ ಧನ ಸಂಖ್ ೆಗಳಾಗಿರಲಿ.   ಇವುಗಳಲಿಿ, 
ಯಾವುದಾದರ  ಎರಡತ ಸಂಖ್ ೆಗಳ ಮೊತ್ುವು ಮ ರನ ೋ ಸಂಖ್ ೆಗಿಂತ್ ದ  ಡಡದಾಗಿದದರ , ಅಂದರ  a + b > c, b + c > 
a ಮತ್ತು c + a > b ಆಗಿದದರ  ಮಾತ್ರ, a, b, c ಬಾಹತಗಳುಳಳ  ತಿರಭತಜವನತು ರಚಿಸಲತ ಸಾಧೆ. 
 
 
ಎಲಿರಗ  ತಿಳಿದಿರತವ ಮತ  ುಂದತ ಸಂಬಂಧ: ಎರಡತ ಸಂಖ್ ೆಗಳ ವಗಗದ ಮೊತ್ುವು ಮ ರನ ಯ ಸಂಖ್ ೆಯ ವಗಗಕ್ ೆ 
ಸಮನಾಗಿದದರ  ಆಗ ತಿರಭತಜವು ಲಂಬಕ್  ೋನ ತಿರಭತಜವಾಗಿರತತ್ುದ . a, b, c ಬಾಹತಗಳುಳಳ ತಿರಭತಜವಂದರಲಿಿ a2 + b2 

= c2 ಆಗಿದದರ , ಆಗ c ಬಾಹತವಿಗ  ಎದತರಾಗಿರತವ ಕ್  ೋನವು ಲಂಬಕ್  ೋನವಾಗಿರತತ್ುದ .  
 

ಇದರ ಬಗ ೆಯೋ ಯೋಚಿಸತತಿುದಾದಗ n ಒಂದತ ಋಣ ಪೂರಾಗಂಕವಾಗಿರತವಾಗ an + bn = cn ಸಮಿೋಕರಣಕ್ ೆ ಧನ 
ಪೂರಾಗಂಕಗಳಿರತವ ಪರಹಾರವನತು ಕಂಡತಹಿಡಿಯತವ ಬಗ  ೆಕತತ್ ಹಲ ಮ ಡಿತ್ತ. ಉದಾಹರರ ಗ :  
 

• n = −1 ಆದರ , ಈ ಪರಶ್ ು ಉದಭವಿಸತತ್ುದ : a, b, c ಗಳ ಯಾವ ಧನ ಪೂರಾಗಂಕ ಬ ಲ ಗಳಿಗ  1/a + 1/b = 1/c 
ನಿಜವಾಗತತ್ುದ ? 
 
 

• n = −2 ಆಗಿದದರ , ಆಗ ಪರಶ್ ುಯತ ಹಿೋಗ  ಬದಲಾಗತತ್ುದ : a, b, c ಗಳ ಯಾವ ಧನ ಪೂರಾಗಂಕ ಬ ಲ ಗಳಿಗ , 1/a2 + 

1/b2 = 1/c2 ನಿಜವಾಗತತ್ುದ ?  

 

ಇತಾೆದಿ. 

 

ಈಗ ಮೋಲಿನ ಎರಡತ ಪರಶ್ ುಗಳನತು ಮತ್ುಷ್ತು ಸ ಕ್ಷ್ಮವಾಗಿ ಅವಲ  ೋಕ್ಲಸ  ೋಣ.  
ಪರಮತಖ ಪದಗಳು: ಸಂಖ್ ೆಗಳು, ಜ್ಾೆಮಿತಿ, ತಿರಭತಜ ಅಸಮತ , ವಗಗಗಳ ಮೊತ್ು, ಘಾತ್ಗಳ ಮೊತ್ು.  
 



n = −1 ಆದಾಗ. ಇಲಿಿ ಸಮಿೋಕರಣವು 1/a + 1/b = 1/c ಆಗಿದ . ಈ ಸಮಿೋಕರಣಕ್ ೆ ವಿವರರ  ಕ್  ಡದ  ಪರಹಾರ ಮಾತ್ರ 
ಕ್  ಡತತಿುದ ದೋನ . n = −2 ಜ್ಾೆಮಿತಿಯಲಿಿ ಅನಿರೋಕ್ಷಿತ್ ಅಚಚರಗಳಿಗ  ಎಡ  ಮಾಡಿಕ್  ಡತತ್ುದ ಯಾದದರಂದ ಅದರ ಮೋಲ  
ಹ ಚತಚ ಗಮನ ನಿೋಡಲತ ಬಯಸತತ ುೋನ . . n = −1 ಗ  ಇದ  ೋ ಕ್ ಲವು ಪರಹಾರಗಳು:   
(a, b, c) = (2, 2, 1), (3, 6, 2), (4, 12, 3), (5, 20, 4), (6, 30, 5), (7, 42, 6), (8, 56, 7), . . . 
 

n = −2 ಆದಾಗ. n = −2 ಆದಾಗ ಸಮಿೋಕರಣವನತು ಹಿೋಗ  ಬರ ಯಬಹತದತ: 1/a2 + 1/b2 = 1/c2. 

 

ಪರಹಾರಗಳನತು ಹತಡತಕತವುದಕ್ ೆ ಮತಂಚ , ಜ್ಾೆಮಿತಿಯಂದಿಗಿನ ಸಂಬಂಧವನತು ಪರಚಯಿಸತತ ುೋನ .  
 
ಯಾವುದ ೋ ತಿರಭತಜದಲಿ ಿಎರಡತ ಬಾಹತಗಳ ಮೋಲಿನ ವಗಗದ ಮೊತ್ುವು ಮ ರನ ಯ ಬಾಹತವಿನ ಮೋಲಿನ ವಗಗಕ್ ೆ 
ಸಮವಾಗಿದದರ  ಅದತ ಲಂಬಕ್  ೋನ ತಿರಭತಜವ ಂದತ ನಮಗ  ತಿಳಿದಿದ .  
 
ಬಾಹತಗಳ ನಡತವಿನ ಸಂಬಂಧವನತು ಮಾತ್ರ ಪರಗಣಿಸತವುದರ ಬದಲತ ತಿರಭತಜದ ಇತ್ರ ಪರಮಾಣಗಳಾದ 
ಲಂಬ  ೋನುತಿ, ಮಧೆರ ೋಖ್ ಗಳು ಮತಂತಾದವುಗಳನತು ಪರಗಣಿಸಿದರ  ಹ ೋಗ ?   
 
ಎರಡತ ಲಂಬ  ೋನುತಿ (altitude)ಗಳ ವಗಗದ ಮೊತ್ುವು ಮ ರನ ಯ ಲಂಬ  ೋನುತಿಯ ವಗಗಕ್ ೆ 
ಸಮಾನವಾಗಿರತವಂತ್ಹ ತಿರಭತಜವನತು ಕಲಿಿಸಿಕ್  ಳಿಳ. ನಿದಿಗಷ್ುವಾಗಿ ಹ ೋಳುವುದಾದರ , a, b, c  ಬಾಹತಗಳಿರತವ 
ತಿರಭತಜದ ಲಂಬ  ೋನುತಿಗಳನತು ha, hb, hc ಎಂದತ ಗತರತತಿಸ  ೋಣ (a ಬಾಹತವಿಗ  ಅಭಿಮತಖವಾದ ಲಂಬ  ೋನುತಿ ha, 
ಇತಾೆದಿ). ಈಗ ನಾವು ಕ್ ೋಳುವ ಪರಶ್ ು a, b, c ಗಳ ಯಾವ ಧನ ಪೂರಾಗಂಕಗಳಿಗ  ಸಮಿೋಕರಣ h2

a+ h2
b = h2

c  
ನಿಜವಾಗತತ್ುದ ? 

 

ಈ ಪರಶ್ ುಯ ಪಾರಮತಖೆತ ಯನತು ಅರಯಲತ, ತಿರಭತಜ ABC ಯ ವಿಸಿುೋಣಗ Δ ವನತು ಪರಗಣಿಸಿರ: 
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1

2
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ಈ ಸಂಬಂಧಗಳಿಂದ,   

ha = 
2𝛥

𝑎
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ಎಂದತ ತಿಳಿಯತತ್ುದ . 
 

ಅಂದರ , ,      
 

h2
a+ h2

b = h2
c  ಆದರ ,  
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ಆಗತತ್ುದ .  
ವಿಲ  ೋಮದಲಿಿಯ  ಇದತ ಋಜತವಾತಾಗತತ್ುದ . ಇದರ ಅರ್ಗವ ೋನ ಂದರ ,  1/a2 + 1/b2 = 1/c2 ಸಮಿೋಕರಣಕ್ ೆ 
ಸರಹ  ಂದತವಂತ  a, b, c ಬಾಹತಗಳಿರತವ ತಿರಭತಜವಂದನತು ನಾವು ರಚಿಸಲತ ಸಾಧೆವಾದರ , ಆಗ  ತಿರಭತಜದಲಿ ಿ
ಬಾಹತ a, b ಗಳ ಮೋಲಿನ ಲಂಬ  ೋನುತಿಗಳ ವಗಗಗಳ ಮೊತ್ುವು ಬಾಹತ cನ ಮೋಲಿನ ಲಂಬ  ೋನುತಿಯ ಮೋಲಿನ 
ವಗಗಕ್ ೆ ಸಮನಾಗಿರತತ್ುದ . ಇದರ ವಿಲ  ೋಮವೂ ಕ ಡ ನಿಜವಾಗಿರತತ್ುದ .  
 

ಇಂತ್ಹ  ತಿರಭತಜವಂದತ ಇದದರ , ಅದನತು ನಾನತ ‘ಹರರ ತಿರಭತಜ’  ಎಂದತ ಕರ ಯತತ ುೋನ  ಮತ್ತು ಅಂತ್ಹ ತಿರವಳಿ (a, 
b, c) ಯನತು ‘ಹರರ ತಿರವಳಿ’ ಎಂದತ ಕರ ಯತತ ುೋನ .  
ಈಗ ಈ ಕ್ ಳಕಂಡ ಸಮಿೋಕರಣಕ್ ೆ ಧನ ಸಂಖ್ ೆಗಳುಳಳ ಪರಹಾರಗಳನತು ಹತಡತಕ್  ೋಣ:    

     
1

𝑎2
 + 

1

𝑏2
 = 

1

𝑐2
       (1) 

 

ಇದತ ನಮಗ  ಪ ೈಥಾಗ  ರಸ್  ತಿರವಳಿ (x, y, z)ಅನತು ನ ನಪಿಗ  ತ್ರತತ್ುದ . ಅಂದರ  ಇದತ ,  
x2 + y2 = z2 

ಸಂಬಂಧವನತು  ಪಾಲಿಸತತ್ುದ   
 

ಇಂತ್ಹ ತಿರವಳಿಗಳನತು ನಿೋಡತವ ಸಾವಗತಿರಕ ಸ ತ್ರವು  ಈ ಕ್ ಳಕಂಡಂತಿದ :  
x = 2m, y = m2 − 1, z = m2 + 1.    (2) 
 

ಆದದರಂದ ನಾವು    a : b : c =  
1

2𝑚
 : 

1

𝑚2−1
 : 

1

𝑚2+1
     (3) 

ಎಂದತ ಖಚಿತ್ಪಡಿಸಿಕ್  ಂಡರ  ತಿರವಳಿ (a, b, c) ಯತ ಸಮಿೋಕರಣ (1) ಅನತು ಸಮರ್ಥಗಸತತ್ುದ .  
 
 

ಇದನತು ಖಚಿತ್ಪಡಿಸಿಕ್  ಳುಳವ ಸರಳ ವಿಧಾನವ ಂದರ  ಇಡಿೋ ಸಮಿೋಕರಣವನತು 2m · (m2 − 1) · (m2 + 1) ಯಿಂದ 
ಗತಣಿಸಿ  
 

a = (m2 − 1)(m2 + 1), b = 2m(m2 + 1), c = 2m(m2 − 1)   (4) 
 

ಎಂದತ ತ ಗ ದತಕ್  ಳುಳವುದತ. 
 

ಯಾವುದ ೋ ಪೂರಾಗಂಕ m > 1 ಗ , a = (m2 − 1)(m2 + 1), b = 2m(m2 + 1), c = 2m(m2 − 1) ಎಂದತ 
ವಾೆಖ್ಾೆನಿಸಲಿಟ್ಟುರತವ ಪೂರಾಗಂಕಗಳು :             

1

𝑎2
 + 

1

𝑏2
 = 

1

𝑐2
    



ಸಮಿೋಕರಣವನತು ಪಾಲಿಸತತ್ುವ . 
 

ಇದರ ಅರ್ಗವ ೋನ ಂದರ , ಯಾವುದ ೋ m > 1ಗ , 2m(m2 + 1), (m2 − 1)(m2 + 1) ಮತ್ತು 2m(m2 −1) ಗಳನತು 
ಬಾಹತಗಳಾಗಿ ಹ  ಂದಿರತವ ತಿರಭತಜವು  ಎರಡತ ಲಂಬ  ೋನುತಿಗಳ ವಗಗದ ಮೊತ್ುವು ಮ ರನ ಯ ಲಂಬ  ೋನುತಿಯ 
ವಗಗಕ್ ೆ ಸಮವಾಗಿರತವ ಗತಣವನತು ಹ  ಂದಿರತತ್ುದ . 
 

ಮೋಲಿನ ಸ ತ್ರವನತು ಬಳಸಿ ಪಡ ದ ಹರರ ತಿರವಳಿಗಳ ಪಟ್ಟುಯನತು ಇಲಿಿ ನಿೋಡಲಾಗಿದ :  
 
m  a = (m2 − 1)(m2 + 1) b = 2m(m2 + 1)  c = 2m(m2 − 1) 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

15 
80 
255 
624 
1295 
2400 
4095 
6560 
9999 

20 
60 
136 
260 
444 
700 
1040 
1476 
2020 

12 
48 
120 
240 
420 
672 
1008 
1440 
1980 

 

ನಾವು a, b, c ಗಳ ಮಸಾಅವನತು a, b, c ಯಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರ  (ತ್ನ ೂಲಕ ಮ ಲ ತಿರಭತಜದ ಜ್ಾೆಮಿತಿೋಯ 
ಗತಣಗಳನ ುೋ ಹ  ಂದಿರತವ ಮತ  ುಂದತ ತಿರಭತಜವನತು ಪಡ ದತ) ನಾವು ಈ ಕ್ ಳಕಂಡ a′, b′, c′ ತಿರವಳಿಗಳನತು 
ಪಡ ಯತತ ುೋವ . ಈ ತಿರವಳಿಗಳಿಂದ ರಚಿಸಲಿಟ್ು ತಿರಭತಜಗಳು ಮ ಲ ತಿರಭತಜಗಳಿಗ  ಸಮರ ಪವಾಗಿದತದ, ಅದ ೋ 
ಜ್ಾೆಮಿತಿೋಯ ಗತಣಗಳನತು ಹ  ಂದಿರತತ್ುವ . 
 
m  a′  b′   c′ 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

15 
20 
255 
156 
1295 
600 
4095 
1640 
9999 

20 
15 
136 
65 
444 
175 
1040 
369 
2020 

12 
12 
120 
60 
420 
168 
1008 
360 
1980 

 

ಸಮಾರ  ೋಪ ಟಿಪಪಣಿ: ಮೋಲೆಂಡ ಅನ ವೋಷ್ರ ಯತ ನಮೂ ಮನದಲಿಿ ಹಲವಾರತ ಪರಶ್ ುಗಳಿಗ  ಎಡ  ಮಾಡಿಕ್  ಡತತ್ುದ . 
ಉದಾಹರರ ಗ , ಲಂಬ  ೋನುತಿಗಳ ಬದಲಾಗಿ ಮಧೆರ ೋಖ್ ಗಳಿಗ  ಅರ್ವಾ ಕ್  ೋನಛ ೋದಕಗಳಿಗ  ಇದ ೋ ಕರಮವನತು 
ಅನವಯಿಸಿದರ  ಯಾವ ಫಲಿತಾಂಶಗಳು ದ  ರ ಯಬಹತದ ಂಬ ಪರಶ್ ುಗ  ನಾವು ಅವಕ್ಾಶ ನಿೋಡಬಹತದತ.  



 
ಹರಗ  ೋಪಾಲ್ ಆರ್  ಆಂಧರಪರದ ೋಶದ ಕನ ಗಲಿನಲಿಿರತವ ಮತನಿಸಿಪಲ್ ಶ್ಾಲ ಯ ಉತಾ್ಹಿ ಗಣಿತ್ ಶಿಕ್ಷ್ಕ. ಸಂಖ್ ೆಗಳಲಿಿ ಅಡಗಿರತವ 
ಗತಣಗಳನತು ಅನ ವೋಷಿಸತವಲಿಿ ಒಲವನತು ಹ  ಂದಿರತವ ಇವರತ ವಿದಾೆರ್ಥಗಗಳಲಿಿ ಅನ ವೋಷ್ರ ಯ ಸಾಮರ್ೆಗವನತು ಬ ಳ ಸಿದರ  ವಿದಾೆರ್ಥಗಗಳು 
ಅದತಭತ್ವನ ುೋ ಸಾಧಿಸತತಾುರ ಂಬ ದೃಢ ನಂಬಿಕ್  ಹ  ಂದಿದಾದರ . ‘ರ ೈಸಿಂಗ್ ಎ ಮಾೆರ್ಮಾೆಟ್ಟಕಲ್ ಫ ಂಡ ೋಷ್ನ್’ (ಗಣಿತ್ದ ಉನುತಿಗಾಗಿ 
ದತಡಿಯತವ ಒಂದತ ಲಾಭರಹಿತ್ ಸಂಸ ೆ) ಸಂಸ ೆಯ ಬ  ೋಧಕ ವಗಗದ ಸದಸೆರ  ಆಗಿರತವ ಇವರತ ಶಿಕ್ಷ್ಕ ತ್ರಬ ೋತಿ ಕ್ಾಯಗಕರಮಗಳನ ು 
ನಡ ಸತತಾುರ . ಇವರ ಇಮೋಲ್ ವಿಳಾಸ rharagopal@gmail.com. 
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